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Nonlinear  dynamics



Introductory remarks

This  lecture is meant to be an  introduction
to turbulence in  fluids and plasmas;;
no prior knowledge of turbulence is required

You are invited to ask questions at any time

Lectures  may explain,  motivate,  inspire etc.,
but  they cannot replace individual   study...



Turbulence in  lab  &  natural plasmas
Fusion  plasmas Space  plasmas

Basic  plasma scienceAstrophysical plasmas

What are the fundamental  principles of plasma turbulence?



Central  role of plasma turbulence

What is the role of plasma turbulence in  these processes?

Particle acceleration &  propagation Cross-­field transport

Magnetic reconnection Dynamo  action



Some  turbulence  basics



Turbulence  is  ubiquitous…

minimize oxygen gradients that may cause anisotropic streaming
of the oxytactic B. subtilis bacteria (2). To study the effects of
dimensionality and boundary conditions, experiments were per-
formed with two different setups: quasi-2D microfluidic chambers
with a vertical heightH less or equal to the individual body length
of B. subtilis (approximately 5 μm) and 3D chambers with
H ≈ 80 μm (SI Appendix, Figs. S6 and S8 and Movies S7–S10).
To focus on the collective dynamics of the microorganisms rather
than the solvent flow (24, 50), we determined the mean local
motion of B. subtilis directly using particle imaging velocimetry
(PIV; see also SI Appendix). A typical snapshot from a quasi-2D
experiment is shown in Fig. 2A. As evident from the inset, local
density fluctuations that are important in the swarming/flocking
regime (48, 49, 51) become suppressed at very high filling fractions
(SI Appendix, Fig. S5). The corresponding flow fields (Fig. 2B and
SI Appendix, Fig. S8) were used for the statistical analysis pre-
sented below.

Continuum Theory. The analytical understanding of turbulence
phenomena hinges on the availability of simple yet sufficiently
accurate continuum models (27). Considerable efforts have been
made to construct effective field theories for active systems (15–
17, 19, 31, 32, 52–54), but most of them have yet to be tested
quantitatively against experiments. Many continuum models dis-
tinguish solvent velocity, bacterial velocity and/or orientational
order parameter fields, resulting in a prohibitively large number
of phenomenological parameters and making comparison with
experiments very difficult. Aiming to identify a minimal hydro-
dynamic model of self-sustained meso-scale turbulence, we study
a simplified continuum theory for incompressible active fluids,
by focusing solely on the experimentally accessible velocity field
vðt; rÞ. By construction, the theory will not be applicable to re-
gimes where density fluctuations are large (e.g., swarming or
flocking), but it can provide a useful basis for quantitative
comparisons with particle simulations and experiments at high
concentrations.

We next summarize the model equations; a detailed motiva-
tion is given in SI Appendix. Because our experiments suggest that
density fluctuations are negligible (Fig. 2A) we postulate incom-
pressibility, ∇ · v ¼ 0. The dynamics of v is governed by an incom-
pressible Toner–Tu equation (15–17), supplemented with a Swift–
Hohenberg-type fourth-order term (45),

ð∂t þ λ0v · ∇Þv ¼ −∇pþ λ1∇v2 − ðαþ βjvj2Þvþ Γ0∇2v

− Γ2ð∇2Þ2v; [1]

where p denotes pressure, and general hydrodynamic considera-
tions (52) suggest that λ0 > 1; λ1 > 0 for pusher-swimmers like B.
subtilis (see SI Appendix). The ðα; βÞ-terms in Eq. 1 correspond to
a quartic Landau-type velocity potential (15–17). For α > 0 and
β > 0, the fluid is damped to a globally disordered state with
v ¼ 0, whereas for α < 0 a global polar ordering is induced. How-
ever, such global polar ordering is not observed in suspensions of
swimming bacteria, suggesting that other instability mechanisms
prevail (53). A detailed stability analysis (SI Appendix) of Eq. 1
implies that the Swift–Hohenberg-type ðΓ0; Γ2Þ-terms provide the
simplest generic description of self-sustained meso-scale turbu-
lence in incompressible active flow: For Γ0 < 0 and Γ2 > 0,
the model exhibits a range of unstable modes, resulting in turbu-
lent states as shown in Fig. 2D. Intuitively, the ðΓ0; Γ2Þ-terms de-
scribe intermediate-range interactions, and their role in Fourier
space is similar to that of the Landau potential in velocity space
(SI Appendix). We therefore expect that Eq. 1 describes a wide
class of quasi-incompressible active fluids. To compare the con-
tinuum model with experiments and SPR simulations, we next
study traditional turbulence measures.

Velocity Structure Functions. Building on Kolmogorov’s seminal
work (55), a large part of the classical turbulence literature (27,
34, 36–38, 40, 41) focuses on identifying the distribution of the
flow velocity increments δvðt; r; RÞ ¼ vðt; rþ RÞ − vðt; rÞ. Their
statistics is commonly characterized in terms of the longitudinal
and transverse projections, δv‖ ¼ R̂ · δv and δv⊥ ¼ T̂ · δv, where
T̂ ¼ ðϵijR̂jÞ denotes a unit vector perpendicular to the unit shift
vector R̂ ¼ R∕jRj. The separation-dependent statistical moments
of δv‖ and δv⊥ define the longitudinal and transverse velocity
structure functions

Sn
‖;⊥ðRÞ ≔ hðδv‖;⊥Þni; n ¼ 1; 2;…: [2]

These functions have been intensely studied in turbulent high-Re
fluids (27, 34, 35, 41) but are unknown for active flow. For
isotropic steady-state turbulence, spatial averages h·i as in Eq. 2
become time-independent, and the moments Sn

‖;⊥ reduce to func-
tions of the distance R ¼ jRj.

Velocity distributions, increment distributions, and structure
functions for our numerical and experimental data are summar-
ized in Fig. 3. For the SPR model, the velocity statistics can be
calculated either from the raw particle data or from pre-binned
flow field data. The two methods produce similar results,
and Fig. 3 shows averages based on individual particle velocities.
Generally, we find that both the 2D SPR model and the 2D con-
tinuum simulations are capable of reproducing the experimen-
tally measured quasi-2D flow histograms (Fig. 3 A and B) and
structure functions (Fig. 3C). The maxima of the even transverse
structure S2n

⊥ signal a typical vortex size Rv, which is substantially
larger in 3D bulk flow than in quasi-2D bacterial flow. Unlike
their counterparts in high-Re Navier–Stokes flow (27, 34), the
structure functions of active turbulence exhibit only a small re-
gion of power law growth for ℓ ≲ R ≪ Rv and flatten at larger
distances (Fig. 3C).

Fig. 2. Experimental snapshot (A) of a highly concentrated, homogeneous
quasi-2D bacterial suspension (see also Movie S7 and SI Appendix, Fig. S8).
Flow streamlines vðt; rÞ and vorticity fields ωðt; rÞ in the turbulent regime,
as obtained from (B) quasi-2D bacteria experiments, (C) simulations of the
deterministic SPR model (a ¼ 5, ϕ ¼ 0.84), and (D) continuum theory. The
range of the simulation data in D was adapted to the experimental field
of view (217 μm × 217 μm) by matching the typical vortex size. (Scale bars,
50 μm.) Simulation parameters are summarized in SI Appendix.

14310 ∣ www.pnas.org/cgi/doi/10.1073/pnas.1202032109 Wensink et al.

Active fluids (dense bacterial suspensions)



According  to  a  famous  statement  by  Richard  Feynman…

…as  well  as  an  important  unsolved  
physics  problem

TURBULENCE:
A  challenging   topic  for  both  basic  and  applied  research

“Millennium  Issue”
(December  1999)

…and  a  survey  by  the  British  “Institute
of  Physics”  among  many  of  the  leading
physicists  world-­wide…



Turbulence…

• is  an  intrinsically  nonlinear   phenomenon

• occurs  only  in  open  systems

• involves  many  degrees  of  freedom

• is  highly  irregular   in  space  and  time

• often  leads  to  a  statistically  quasi-­stationary
state  far  from  thermodynamic  equilibrium

Note  that  these  are  also  the  features  of  LIFE!

WHAT  IS  TURBULENCE  THEN?
injection rate ε at large scales is bal-
anced by the mean energy dissipation
rate at small scales. Richardson and
Taylor also appreciated that generic
properties of turbulence may be dis-
covered in the statistics of velocity dif-
ferences between two locations
separated by a distance r, denoted as
δu(x, x+r) = u(x) – u(x+r). The statis-
tics of velocity differences at two loca-
tions are an improvement over the
statistics of velocity fluctuations at a
single location for a number of techni-
cal reasons, which we do not discuss
here. Longitudinal projections of
velocity differences 

are often measured in modern experi-
ments and are one of the main quanti-
ties of interest in the analysis of fluid
turbulence.

Measuring velocity differences on
fast time scales and with high preci-
sion was a difficult proposition in the
early 20th century and required the
development of the hot-wire
anemometer, in which fluid flowing
past a thin heated wire carries heat
away at a rate, proportional to the
fluid velocity. Hot-wire anemometry
made possible the measurement, on
laboratory time scales, of the fluctuat-
ing turbulent velocity field at a single
point in space (see Figure 5). For a
flow whose mean velocity is large,
velocity differences were inferred
from those single-point measurements
by Taylor’s “frozen-turbulence”
hypothesis.7
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The Turbulence Problem

Figure 4. The Energy Cascade Picture of Turbulence  
This figure represents a one-dimensional simplification of the cascade process with
ββ representing the scale factor (usually taken to be 1/2 because of the quadratic
nonlinearity in the Navier-Stokes equation). The eddies are purposely shown to be
“space filling” in a lateral sense as they decrease in size.
(This figure was modified with permission from Uriel Frisch. 1995. Turbulence: The Legacy of A. N. Kolmogorov.
Cambridge, UK: Cambridge University Press.)

Figure 5. Time Series of Velocities in a Turbulent Boundary Layer
This time series of velocities for an atmospheric turbulent boundary layer with
Reynolds number Re ~ 2 ×× 107 was measured at a single location with a hot-wire
anemometer. The velocity fluctuations are apparently random. (This figure is courtesy of

Susan Kurien of Los Alamos, who has used data recorded in 1997 by Brindesh Dhruva of Yale University.)

7 If the mean velocity is large compared
with velocity fluctuations, the turbulence
can be considered “frozen” in the sense
that velocity fluctuations are swept past a
single point faster than they would change
because of turbulent dynamics. In that
case, the spatial separation ∆r is related to
the time increment ∆t by ∆r = – U∆t,
where U is the mean velocity. See also the
article “Taylor’s Hypothesis, Hamilton’s
Principle, and the LANS-α Model for
Computing Turbulence” on page 152 .

                                                               



Theories  that  don’t apply  directly:

• nonlinear  dynamics

• equilibrium  statistical  mechanics

• nonequilibrium statistical  mechanics  near  equilibrium

WHAT  IS  THE  CHALLENGE?

Co-­existence  of  randomness and  coherence

Two dangers constantly threaten the world:  
order and disorder. Paul  Valéry



Supercomputers  can  help
to  unravel  the  “mysteries”
of  turbulence   in  the  spirit  of
John  von  Neumann  (1949):

„There might be some hope to 'break  the deadlock'  by extensive,  but
well-­planned,  computational efforts.  There are strong  indications that
one could name certain strategic points in  this complex,  where relevant
information must  be obtained by direct calculations.  This  should,  in  the
end,  make an  attack with analytical methods possible.“

VISION  BY  J.  VON  NEUMANN



Milestones  in  turbulence  research  I
Osborne  Reynolds  (1842-­1912)
1883 Transition  from laminar  to turbulent  flows (Reynolds  number)
1895 Reynolds  decomposition into mean and fluctuating flows

Ludwig  Prandtl  (1875-­1953)
1904 Recognition  of the importance of boundary layers
1925 Mixing  length model for turbulent  transport

Lewis  Fry  Richardson  (1881-­1953)
1922 Book  „Weather Prediction by Numerical Process“

Notion  of turbulent  eddies &  (local,  direct)  energy cascade

Geoffrey  Ingram  Taylor  (1886-­1975)
1935 Series  of papers on  the „Statistical  Theory of Turbulence“



Milestones  in  turbulence  research  II
Werner  Heisenberg  (1901-­1976)
1923 „Über  Stabilität  und  Turbulenz  von  Flüssigkeitsströmen“

(PhD Thesis,  LMU  München,  Advisor:  Arnold  Sommerfeld)
1948 Three papers on  the statistical theory of turbulence

Andrey  Kolmogorov (1903-­1987)
1941 K41  theory:  dimensional  analysis,  -­5/3  law (energy spectrum)
1962 K62  theory:  scale invariance is broken,  problem of intermittency

Robert  Kraichnan (1928-­2008)
1957-­ Field-­theoretic approach:  Direct Interaction  Approximation
1967 Inverse  energy cascade in  two-­dimensional  fluid  turbulence

1973 Field-­theoretic approach:  Martin-­Siggia-­Rose  formalism



Milestones  in  turbulence  research  III
Steven  Orszag (1943-­2011)
1966 Eddy-­Damped Quasi-­Normal  Markovian approximation
1969-­ Towards Direct Numerical Simulations via  spectral methods
1972 First  3D  DNS  on  a  323 grid by S.  Orszag &  G.  Patterson

1948-­ Numerical weather prediction by J.  von  Neumann  &  J.  Charney
1963 Large-­Eddy  Simulation techniques by J.  Smagorinsky
1965 Fast  Fourier  Transform  algorithm by J.  Cooley  &  J.  Tukey
1977 Cray-­1  at the National  Center  for Atmospheric Research

2002 First  3D  DNS  on  a  40963 grid by Y.  Kaneda et  al.



Some grand challenges
• Design  airplanes,  ships,  cars etc.
• Predict weather &  climate
• Unravel role of turbulence in  space &  astrophysics
• Predict performance of fusion devices like ITER

Some open  problems beyond Homogeneous Isotropic Turbulence
• Effects of inhomogeneity,  anisotropy,  compressibility

(role of walls,  drive,  stratification,  rotation etc.)
• From fluid  to magneto-­/multi-­fluid  to kinetic turbulence

Conceptual approach
• Ab  initio simulations of complicated problems are not  feasible
• Seek physics understanding to construct reliable minimal  models

Turbulence:  The  bigger picture



On  the  physics  of
3D  fluid  turbulence



Early  observations
Leonardo  da  Vinci  (ca.  1500)



The  Navier-­Stokes  equations  (1822)
The  NSE  for  incompressible   fluids:

Expressed  in  terms  of  vorticity :

ν:  kinematic viscosity

p:  pressure /  mass density

Claude  Navier
(1785-­1836)

George  Stokes
(1819-­1903)



SELF-­SIMILARITY  &  PIPE  FLOWS
Osborne  Reynolds  (1883)
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moves in the velocity field, and is fittingly called the advective term. It will be present
even in a steady state velocity field.
The two terms on the right hand side of the equation represent the contact forces per
volume on the fluid particle. The first term, the gradient of the pressure, describes the
effect of forces acting normal on the surfaces of the fluid particle. The second term
describes the shear stress forces on the surface of the fluid particle. The shear forces are
zero when the fluid is at rest.

The NSE’s can be non-dimensionalised by introducing a characteristic velocity, V , and
lenght, L. Defining new, dimensionless fields:

v = V ṽ, x = Lx̃, t = (L/V )t̃, (p/ρ) = V 2p̃

the NSE’s become

∂tṽ+
(

ṽ ·∇)ṽ = −∇p̃+
1

Re
△ṽ (6)

∇ · ṽ = 0 (7)

Where we have introduced a dimensionless number, characteristic of the flow, called
the Reynolds number

Re =
V L

ν
(8)

The non-dimensional NSE’s (6) and (7) reveal an important property of incompressible
fluids, called the similarity principle: That flow on large scales are governed by the same
dynamics as flow on small scales. If the geometry and Reynolds number are the same,
then the solutions of the NSE’s are similar, only rescaled. An example of a possible
situation is illustrated in figure 3. It shows a cross section of a uniform flow impending on
a cylinder. The characteristic length is the diameter of the cylinder, and the characteristic
velocity is the uniform velocity of the incoming flow, far away from the cylinder. If the
diameter of the cylinder and the velocity of the incoming flow are changed, while keeping
the Reynolds number constant, the flow around the cylinder will be the same, only
rescaled.
The Reynolds number also serves as a measure of the relative importance of the accel-
eration and the viscous forces per mass. It is the ratio of the characteristic acceleration
V 2/L and the characteristic viscous force per mass νV/L2. Turbulent flow, is signified by
high Reynolds numbers, as will be discussed further in section 2.2.

2.1.1 The vorticity equations

For many purposes it is useful to look at the curl of the velocity field, the so called vorticity,
that describes the local rotation of the velocity field.

ω = ∇× v (9)

The evolution of the vorticity is governed by the vorticity equation, which can be found
by taking the curl of the NSE’s (6).

∇×
(

∂tv
)

+∇×
(

v ·∇)v = −∇×∇p+
1

Re
∇×△v (10)
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Similarity principle

Reynolds  number



Conservation  laws

Kinetic energy Enstrophy

Helicity Vortical helicity

Spatial average in  a  3D  periodic box:

Vorticity:

Ideal
invariants



Dissipative  anomaly

Energy dissipation rate:

An enclosed incompressible  fluid

The power integral is:

and

with the vorticity

The zeroth law is:

Turbulence is a singular limit 
(a “dissipative anomaly”).
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In turbulent  flows,  the energy dissipation rate ε
has a  finite  limit as the viscosity ν tends to zero!

In  this sense,  the Euler  and Navier-­Stokes  
equations are fundamentally different!



Energy  budget  scale-­by-­scale

Low-­/High-­pass   filter



Energy  budget  scale-­by-­scale  (cont’d)
Cumulative kinetic energy
between wavenumbers 0  and K:

Scale-­by-­scale
energy budget equation:

Cumulative enstrophy:

Cumulative energy injection:

Energy flux through
wavenumber K:



Scale-­by-­scale
energy transfer equation:

Energy spectrum:

Energy injection spectrum:

Net  energy transfer spectrum:

Spectral  energy  transfer



Spectral  energy  transfer  (cont’d)



The  Richardson  cascade  (real  space)
„Big  whorls  have  little  whorls,  little  whorls  have  smaller whorls

that  feed  on  their  velocity,  and  so  on  to  viscosity“



Turbulence  as  a  local  cascade  in  wave  number  space…      

Much  turbulence  research  addresses  the  cascade problem.
(Important  note:  In  this  context,  think  of  an  Autobahn,  not  of  a  waterfall…)

The  Richardson  cascade  (Fourier  space)

kE

ηk kfk
drive
range

dissipation
rangeinertial

range
Computational
effort



E  =                v2 d3x  =    E(k)  dk⌠
⌡

∞1
2V

⌠
⌡
0

Kolmogorov’s  theory  from  1941
K41  is  based  merely  on  intuition  and  dimensional   analysis  –
it  is  not derived  rigorously   from  the  Navier-­Stokes  equation

Key  assumptions:
• Scale  invariance  – like,  e.g.,  in  critical  phenomena
• Central  quantity:  energy  flux  ε

E(k)  =  C  ε2/3 k-­5/3

This  is  the  most  famous  turbulence  result:  the  “-­5/3”  law.
However,  K41  is  fundamentally  wrong:  scale  invariance  is  broken (anomaly)!



Intermittency  &  structure  functions



Intermittency  &  non-­Gaussian  pdf’s

Renner  et  al.  2001
financial data

(exchange rates)



Direct  numerical  simulations
W
ilczek  et  al.  2008

Structure  formation  and  broken  scale  invariance



Key  open  issues:  Inertial  range
• Is  the  inertial  range  physics  universal  (for  Re  →  ∞)?

• If  so,  can  one  derive  a  rigorous  IR  theory  from  the  NSE?

• How  should  one,  in  general,  handle  the  interplay  between
randomness  and  coherence?  Key  issue:  Intermittency!

Example:  Trapping  of  tracers  in  vortex  filaments

Note:

The  observed  deviations  from  self-­similarity
can  be  reproduced  qualitatively  by  relatively
simple  vortex  models.

Wilczek,  Jenko,  and  Friedrichs  2008B
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Key  open  issues:  Drive  range
• Often,  one  is  interested  mainly   in  the  large scales.  Here,
one  encounters  an  interesting  interplay  between  linear
(drive)  and  nonlinear   (damping)  physics.  – Is  it  possible
to  remove  the  small  scales?

• Candidates:  LES,  dynamical  systems  approach  etc.
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On  the  physics  of
2D  fluid  turbulence



2D  turbulence?



Basic  equations:  Vorticity



Energy  and  enstrophy



Cascades



Dual  cascade



Kraichnan-­Batchelor-­Leith   theory



Inertial  ranges  in  2D  turbulence



The  Hasegawa-­Mima
model of  drift-­wave
turbulence  (1977)



Charney-­Hasegawa-­Mima equation
Hasegawa  &  Mima,  PRL  1977

In  a  certain  limiting  case  (in  particular:  cold  ions),  gyrokinetics  leads
to  the  CHM  equation  which  is  closely  related  to  the  2D  NS  equation;;
used  in  geophysics  already  since  1948...

One-­field  model  (for  the
electrostatic  potential);;
no  linear  drive/damping J.  G.  Charney



Basic  assumptions

Homogeneous magnetic field:

Electrostatic fluctuations:

Slowly varying background density:

„Cold“  ions:

„Adiabatic“  electrons!
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bezeichnet man auch als ’elektromagnetisch’. Können auch sie einen nennenswerten Beitrag
zum Transport leisten? Wie kommen sie überhaupt zustande? In magnetisch eingeschlosse-
nen, axialsymmetrischen Fusionsplasmen geht man im allgemeinen davon aus, daß die Feldli-
nien magnetische Flächen aufspannen. Es ist aber bekannt, daß schon kleine Störströme dazu
führen können, daß diese Flußflächen ’aufbrechen’. Fig. 5.1 zeigt ein entsprechendes Beispiel.
Hierbei wurde angenommen, daß an zwei radialen Positionen eine Störung der Stromdichte
mit einer bestimmten poloidalen Modenzahl m vorliegt. Die Abbildung zeigt Poincaré-Plots
in einer festen poloidalen Ebene bei Erhöhung der Störströme. Zunächst bilden sich magneti-
sche Inseln, d.h. geordnete Substrukturen, welche den radialen Transport durch eine Art Kurz-
schlußeffekt deutlich erhöhen. Dann erfolgt eine zunehmende Stochastisierung der Feldlinien
und damit auch der Teilchenbahnen; der Plasmaeinschluß ist stark vermindert. Man kann den
elektromagnetischen Transport grob abschätzen, indem man annimmt, ein Teilchen führt einen
random walk mit einer radialen Schrittweite von ∆x ∼ (B̃⊥/B0)λ f aus, wobei λ f = vt/ν seine
mittlere freie Weglänge beschreibt. Daraus ergibt sich

D⊥
em = (B̃⊥/B0)2 D∥ . (5.19)

Wie sich zeigt, genügen wegen D∥ ≫ D⊥ bereits kleine Fluktuationsniveaus von B̃⊥/B0 ∼
10−5, um den anomalen Transport zu erklären.3 Dies entspricht in etwa den experimentell
gemessenen Werten. Doch wie schon betont, gibt auch hier Gl. (5.19) nur eine obere Grenze
an. Viele numerische Untersuchungen deuten indessen darauf hin, daß der elektromagnetische
Beitrag zum Transport im allgemeinen recht klein ist. Wir konzentrieren uns im folgenden also
auf den elektrostatischen Transport.

5.2 Das Hasegawa-Mima-Modell
Herleitung der Hasegawa-Mima-Gleichung. Ein fundamentales und heute noch oft benutz-
tes Modell zur Beschreibung von Plasmaturbulenz wurde Ende der 1970er Jahre von den bei-
den japanischen Physikern A. Hasegawa und K. Mima erstmals vorgestellt. Es beruht auf einer
nichtlinearen partiellen Differentialgleichung für das elektrostatische Potential. Interessanter-
weise ist diese Hasegawa-Mima-Gleichung sehr eng verwandt mit der so genannten Charney-
Gleichung aus der Geophysik. Sie wird deshalb manchmal auch als Charney-Hasegawa-Mima-
Gleichung bezeichnet. Zu ihrer Herleitung benutzen wir eine einfache Flüssigkeitsbeschrei-
bung und machen folgende Annahmen:

• Homogenes Hintergrundmagnetfeld: B = B ẑ

• Niederfrequente, elektrostatische Fluktuationen: ω ≪ Ωi und E = −∇φ̃

• Langsam (in x-Richtung) variierende Hintergrunddichte: n0 = n0(x) mit ∇n0 =
−(n0/Ln) x̂

• Kalte, einfach geladene Ionen: Ti ≪ Te und Zi = 1 (ne = ni = n)
3Diese Aussage gilt nur für das Innere des Plasmas; am Rand sind die gemessenen Feldstörungen zu klein.
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führen können, daß diese Flußflächen ’aufbrechen’. Fig. 5.1 zeigt ein entsprechendes Beispiel.
Hierbei wurde angenommen, daß an zwei radialen Positionen eine Störung der Stromdichte
mit einer bestimmten poloidalen Modenzahl m vorliegt. Die Abbildung zeigt Poincaré-Plots
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schlußeffekt deutlich erhöhen. Dann erfolgt eine zunehmende Stochastisierung der Feldlinien
und damit auch der Teilchenbahnen; der Plasmaeinschluß ist stark vermindert. Man kann den
elektromagnetischen Transport grob abschätzen, indem man annimmt, ein Teilchen führt einen
random walk mit einer radialen Schrittweite von ∆x ∼ (B̃⊥/B0)λ f aus, wobei λ f = vt/ν seine
mittlere freie Weglänge beschreibt. Daraus ergibt sich

D⊥
em = (B̃⊥/B0)2 D∥ . (5.19)
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nien magnetische Flächen aufspannen. Es ist aber bekannt, daß schon kleine Störströme dazu
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• Adiabatische Elektronen: ñe/ne0 = eφ̃/Te

Die letztere Annahme kann man folgendermaßen motivieren. Vernachlässigt man Trägheitsef-
fekte und Stöße, dann gilt für Elektronen das Kräftegleichgewicht

∇pe + ene (E+v×B) = 0 . (5.20)

Geht man ferner davon aus, daß die Elektronen aufgrund der hohen parallelen Wärmeleitfähig-
keit isotherm sind, so daß der Elektronendruck als pe = nekBTe0 mit ne = ne0 + ñe, ñe ≪ ne0
geschrieben werden kann, dann liefert die parallele Komponente von Gl. (5.20) nach einer
Linearisierung die obige Beziehung für adiabatische Elektronen. Alternativ kann man diesen
Zusammenhang zwischen Dichte und Potential als linearisierte Boltzmann-Beziehung betrach-
ten. In jedem Fall verbirgt sich dahinter physikalisch die Vorstellung von sehr leichten und des-
halb sehr mobilen Elektronen, die sich schnell entlang von Magnetfeldlinien bewegen und so
jede Abweichung von der Adiabatizitätsrelation sofort wieder ausgleichen. Dieses Vorgehen
hat zwei wichtige Konsequenzen: Zum einen bedeutet es, daß die schnelle Paralleldynamik
der Elektronen damit explizit eliminiert wird, obwohl ihre Wirkung implizit berücksichtigt ist,
und zum anderen, daß die Zeitskalen der turbulenten Dynamik allein durch die Ionenträgheit
(bzw. -masse) bestimmt werden.
Im folgenden konzentrieren wir uns nun auf die Ionendynamik. Aufgrund der relativen Lang-
samkeit (und Unwichtigkeit) der Paralleldynamik der Ionen wird diese im weiteren ver-
nachlässigt, so daß sich das Problem auf zwei Raumdimensionen (sowie eine Zeitdimension)
verringert. Die Senkrechtdynamik der Ionen wird durch die Gleichung

mini

(
∂
∂t

+v⊥ ·∇
)

v⊥ = eni (E+v⊥×B) (5.21)

beschrieben. Hierbei wurde der Druckgradient wegen der Annahme Ti ≪ Te weggelassen. Eine
einfache Abschätzung zeigt, daß sich der Trägheitsterm auf der linken und der Lorentz-Term
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Die letztere Annahme kann man folgendermaßen motivieren. Vernachlässigt man Trägheitsef-
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und zum anderen, daß die Zeitskalen der turbulenten Dynamik allein durch die Ionenträgheit
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nachlässigt, so daß sich das Problem auf zwei Raumdimensionen (sowie eine Zeitdimension)
verringert. Die Senkrechtdynamik der Ionen wird durch die Gleichung

mini

(
∂
∂t

+v⊥ ·∇
)

v⊥ = eni (E+v⊥×B) (5.21)

beschrieben. Hierbei wurde der Druckgradient wegen der Annahme Ti ≪ Te weggelassen. Eine
einfache Abschätzung zeigt, daß sich der Trägheitsterm auf der linken und der Lorentz-Term
auf der rechten Seite von Gl. (5.21) wie ω : Ωi verhalten. Dies legt einen störungstheoretischen
Ansatz zur Lösung dieser Gleichung nahe. Entwickelt man v⊥ nach Ordnungen in ω/Ωi gemäß
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5.2. DAS HASEGAWA-MIMA-MODELL 71

Dies ist die so genannte (nichtlineare) Polarisationsdrift. Sie beruht auf der Tatsache, daß
Flüssigkeitselemente aufgrund der Teilchenträgheit etwas verzögert auf zeitliche Schwankun-
gen des elektrischen Feldes reagieren. Obwohl sie eine Ordnung kleiner ist als die E×B-Drift,
wird sie im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Das liegt daran, daß in einem homogenen
Magnetfeld die E×B-Drift inkompressibel ist, während die Polarisationsdrift eine endliche
Divergenz besitzt:

∇ ·v(0)
⊥ = 0 , ∇ ·v(1)

⊥ =
1

ΩiB

(
∂
∂t

+vE ·∇
)

∇2
⊥φ̃ . (5.25)

Für die weitere Herleitung gehen wir von der Kontinuitätsgleichung für die Ionen aus. Sie
lautet

∂t ñ+v⊥ ·∇n0 +v⊥ ·∇ñ+n0 ∇ ·v⊥+ ñ∇ ·v⊥ = 0 , (5.26)

wobei wir v∥ = 0 und ni = n = n0 + ñ verwendet haben. Nach dem oben gesagten dürfen wir
für ω ≪ Ωi die Ersetzungen

v⊥ → v(0)
⊥ , ∇ ·v⊥ → ∇ ·v(1)

⊥ (5.27)

vornehmen. Außerdem gilt zwar ñ ≪ n0, aber gleichzeitig ist ∇ñ ∼ ∇n0, so daß der zweite
und dritte Term auf der linken Seite von Gl. (5.26) vergleichbar groß sind, während der fünfte
Term klein ist gegenüeber dem vierten und deshalb vernachlässigt werden darf. Mit Hilfe der
Quasineutralitätsbedingung

ñ = ñi = ñe =
eφ̃
Te

ne0 =
eφ̃
Te

n0 (5.28)

und ∇n0 = −(n0/Ln)∇x folgt schließlich die Hasegawa-Mima-Gleichung:
(

∂
∂t

+vE ·∇
)[(

eφ̃
Te

)
−ρ2

s ∇2
⊥

(
eφ̃
Te

)
−

(
x

Ln

)]
= 0 . (5.29)

Im letzten Schritt haben wir die charakteristische Längenskala

ρs ≡
cs

Ωi
, c2

s ≡
Te

mi
(5.30)

eingeführt. Sie entspricht dem Gyrationsradius eines Ions mit v⊥ = cs bzw. dem Gyrationsra-
dius thermischer Ionen bei Elektronentemperatur (es ist ja Ti ≪ Te). ρs ist das mikroskopische
Pendant zur makroskopischen Längenskala Ln. Die ursprünglich geforderte langsame Variati-
on der Hintergrunddichte ist nämlich gleichbedeutend mit

ρs ≪ Ln . (5.31)

Oft ist es vorteilhaft, die Hasegawa-Mima-Gleichung in einer dimensionslosen Form zu ver-
wenden. Diese erhält man durch die Normierung

eφ̃
Te

Ln

ρs
→ φ ,

x
ρs

→ x ,
y
ρs

→ y ,
cst
Ln

→ t . (5.32)
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Flüssigkeitselemente aufgrund der Teilchenträgheit etwas verzögert auf zeitliche Schwankun-
gen des elektrischen Feldes reagieren. Obwohl sie eine Ordnung kleiner ist als die E×B-Drift,
wird sie im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Das liegt daran, daß in einem homogenen
Magnetfeld die E×B-Drift inkompressibel ist, während die Polarisationsdrift eine endliche
Divergenz besitzt:

∇ ·v(0)
⊥ = 0 , ∇ ·v(1)

⊥ =
1

ΩiB

(
∂
∂t

+vE ·∇
)

∇2
⊥φ̃ . (5.25)

Für die weitere Herleitung gehen wir von der Kontinuitätsgleichung für die Ionen aus. Sie
lautet

∂t ñ+v⊥ ·∇n0 +v⊥ ·∇ñ+n0 ∇ ·v⊥+ ñ∇ ·v⊥ = 0 , (5.26)

wobei wir v∥ = 0 und ni = n = n0 + ñ verwendet haben. Nach dem oben gesagten dürfen wir
für ω ≪ Ωi die Ersetzungen

v⊥ → v(0)
⊥ , ∇ ·v⊥ → ∇ ·v(1)

⊥ (5.27)

vornehmen. Außerdem gilt zwar ñ ≪ n0, aber gleichzeitig ist ∇ñ ∼ ∇n0, so daß der zweite
und dritte Term auf der linken Seite von Gl. (5.26) vergleichbar groß sind, während der fünfte
Term klein ist gegenüeber dem vierten und deshalb vernachlässigt werden darf. Mit Hilfe der
Quasineutralitätsbedingung

ñ = ñi = ñe =
eφ̃
Te

ne0 =
eφ̃
Te

n0 (5.28)

und ∇n0 = −(n0/Ln)∇x folgt schließlich die Hasegawa-Mima-Gleichung:
(

∂
∂t

+vE ·∇
)[(

eφ̃
Te

)
−ρ2

s ∇2
⊥

(
eφ̃
Te

)
−

(
x

Ln

)]
= 0 . (5.29)

Im letzten Schritt haben wir die charakteristische Längenskala

ρs ≡
cs

Ωi
, c2

s ≡
Te

mi
(5.30)

eingeführt. Sie entspricht dem Gyrationsradius eines Ions mit v⊥ = cs bzw. dem Gyrationsra-
dius thermischer Ionen bei Elektronentemperatur (es ist ja Ti ≪ Te). ρs ist das mikroskopische
Pendant zur makroskopischen Längenskala Ln. Die ursprünglich geforderte langsame Variati-
on der Hintergrunddichte ist nämlich gleichbedeutend mit

ρs ≪ Ln . (5.31)

Oft ist es vorteilhaft, die Hasegawa-Mima-Gleichung in einer dimensionslosen Form zu ver-
wenden. Diese erhält man durch die Normierung

eφ̃
Te

Ln

ρs
→ φ ,

x
ρs

→ x ,
y
ρs

→ y ,
cst
Ln

→ t . (5.32)
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Dies ist die so genannte (nichtlineare) Polarisationsdrift. Sie beruht auf der Tatsache, daß
Flüssigkeitselemente aufgrund der Teilchenträgheit etwas verzögert auf zeitliche Schwankun-
gen des elektrischen Feldes reagieren. Obwohl sie eine Ordnung kleiner ist als die E×B-Drift,
wird sie im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Das liegt daran, daß in einem homogenen
Magnetfeld die E×B-Drift inkompressibel ist, während die Polarisationsdrift eine endliche
Divergenz besitzt:
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Für die weitere Herleitung gehen wir von der Kontinuitätsgleichung für die Ionen aus. Sie
lautet

∂t ñ+v⊥ ·∇n0 +v⊥ ·∇ñ+n0 ∇ ·v⊥+ ñ∇ ·v⊥ = 0 , (5.26)

wobei wir v∥ = 0 und ni = n = n0 + ñ verwendet haben. Nach dem oben gesagten dürfen wir
für ω ≪ Ωi die Ersetzungen

v⊥ → v(0)
⊥ , ∇ ·v⊥ → ∇ ·v(1)

⊥ (5.27)

vornehmen. Außerdem gilt zwar ñ ≪ n0, aber gleichzeitig ist ∇ñ ∼ ∇n0, so daß der zweite
und dritte Term auf der linken Seite von Gl. (5.26) vergleichbar groß sind, während der fünfte
Term klein ist gegenüeber dem vierten und deshalb vernachlässigt werden darf. Mit Hilfe der
Quasineutralitätsbedingung

ñ = ñi = ñe =
eφ̃
Te

ne0 =
eφ̃
Te

n0 (5.28)

und ∇n0 = −(n0/Ln)∇x folgt schließlich die Hasegawa-Mima-Gleichung:
(
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Im letzten Schritt haben wir die charakteristische Längenskala

ρs ≡
cs

Ωi
, c2

s ≡
Te

mi
(5.30)

eingeführt. Sie entspricht dem Gyrationsradius eines Ions mit v⊥ = cs bzw. dem Gyrationsra-
dius thermischer Ionen bei Elektronentemperatur (es ist ja Ti ≪ Te). ρs ist das mikroskopische
Pendant zur makroskopischen Längenskala Ln. Die ursprünglich geforderte langsame Variati-
on der Hintergrunddichte ist nämlich gleichbedeutend mit

ρs ≪ Ln . (5.31)

Oft ist es vorteilhaft, die Hasegawa-Mima-Gleichung in einer dimensionslosen Form zu ver-
wenden. Diese erhält man durch die Normierung

eφ̃
Te

Ln

ρs
→ φ ,

x
ρs

→ x ,
y
ρs

→ y ,
cst
Ln

→ t . (5.32)

Ion  continuity equation:

Low-­order  expansion:

Hasegawa-­Mima equation (Charney equation)  in  2D:

Perpendicular ion dynamics (cont‘d)



Non-­dimensionalized HME
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Dies ist die so genannte (nichtlineare) Polarisationsdrift. Sie beruht auf der Tatsache, daß
Flüssigkeitselemente aufgrund der Teilchenträgheit etwas verzögert auf zeitliche Schwankun-
gen des elektrischen Feldes reagieren. Obwohl sie eine Ordnung kleiner ist als die E×B-Drift,
wird sie im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Das liegt daran, daß in einem homogenen
Magnetfeld die E×B-Drift inkompressibel ist, während die Polarisationsdrift eine endliche
Divergenz besitzt:
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Für die weitere Herleitung gehen wir von der Kontinuitätsgleichung für die Ionen aus. Sie
lautet

∂t ñ+v⊥ ·∇n0 +v⊥ ·∇ñ+n0 ∇ ·v⊥+ ñ∇ ·v⊥ = 0 , (5.26)

wobei wir v∥ = 0 und ni = n = n0 + ñ verwendet haben. Nach dem oben gesagten dürfen wir
für ω ≪ Ωi die Ersetzungen

v⊥ → v(0)
⊥ , ∇ ·v⊥ → ∇ ·v(1)

⊥ (5.27)

vornehmen. Außerdem gilt zwar ñ ≪ n0, aber gleichzeitig ist ∇ñ ∼ ∇n0, so daß der zweite
und dritte Term auf der linken Seite von Gl. (5.26) vergleichbar groß sind, während der fünfte
Term klein ist gegenüeber dem vierten und deshalb vernachlässigt werden darf. Mit Hilfe der
Quasineutralitätsbedingung

ñ = ñi = ñe =
eφ̃
Te

ne0 =
eφ̃
Te

n0 (5.28)

und ∇n0 = −(n0/Ln)∇x folgt schließlich die Hasegawa-Mima-Gleichung:
(
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+vE ·∇
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⊥
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Im letzten Schritt haben wir die charakteristische Längenskala

ρs ≡
cs

Ωi
, c2

s ≡
Te

mi
(5.30)

eingeführt. Sie entspricht dem Gyrationsradius eines Ions mit v⊥ = cs bzw. dem Gyrationsra-
dius thermischer Ionen bei Elektronentemperatur (es ist ja Ti ≪ Te). ρs ist das mikroskopische
Pendant zur makroskopischen Längenskala Ln. Die ursprünglich geforderte langsame Variati-
on der Hintergrunddichte ist nämlich gleichbedeutend mit

ρs ≪ Ln . (5.31)

Oft ist es vorteilhaft, die Hasegawa-Mima-Gleichung in einer dimensionslosen Form zu ver-
wenden. Diese erhält man durch die Normierung

eφ̃
Te

Ln

ρs
→ φ ,

x
ρs

→ x ,
y
ρs

→ y ,
cst
Ln

→ t . (5.32)

Ion  sound radius /  speed:

Normalization:

HME: (similar to 2D  NSE)
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Dies ist die so genannte (nichtlineare) Polarisationsdrift. Sie beruht auf der Tatsache, daß
Flüssigkeitselemente aufgrund der Teilchenträgheit etwas verzögert auf zeitliche Schwankun-
gen des elektrischen Feldes reagieren. Obwohl sie eine Ordnung kleiner ist als die E×B-Drift,
wird sie im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Das liegt daran, daß in einem homogenen
Magnetfeld die E×B-Drift inkompressibel ist, während die Polarisationsdrift eine endliche
Divergenz besitzt:
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(
∂
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∇2
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Für die weitere Herleitung gehen wir von der Kontinuitätsgleichung für die Ionen aus. Sie
lautet

∂t ñ+v⊥ ·∇n0 +v⊥ ·∇ñ+n0 ∇ ·v⊥+ ñ∇ ·v⊥ = 0 , (5.26)

wobei wir v∥ = 0 und ni = n = n0 + ñ verwendet haben. Nach dem oben gesagten dürfen wir
für ω ≪ Ωi die Ersetzungen

v⊥ → v(0)
⊥ , ∇ ·v⊥ → ∇ ·v(1)

⊥ (5.27)

vornehmen. Außerdem gilt zwar ñ ≪ n0, aber gleichzeitig ist ∇ñ ∼ ∇n0, so daß der zweite
und dritte Term auf der linken Seite von Gl. (5.26) vergleichbar groß sind, während der fünfte
Term klein ist gegenüeber dem vierten und deshalb vernachlässigt werden darf. Mit Hilfe der
Quasineutralitätsbedingung

ñ = ñi = ñe =
eφ̃
Te

ne0 =
eφ̃
Te

n0 (5.28)

und ∇n0 = −(n0/Ln)∇x folgt schließlich die Hasegawa-Mima-Gleichung:
(
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+vE ·∇
)[(
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Te

)
−ρ2

s ∇2
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(
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−

(
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Im letzten Schritt haben wir die charakteristische Längenskala

ρs ≡
cs

Ωi
, c2

s ≡
Te

mi
(5.30)

eingeführt. Sie entspricht dem Gyrationsradius eines Ions mit v⊥ = cs bzw. dem Gyrationsra-
dius thermischer Ionen bei Elektronentemperatur (es ist ja Ti ≪ Te). ρs ist das mikroskopische
Pendant zur makroskopischen Längenskala Ln. Die ursprünglich geforderte langsame Variati-
on der Hintergrunddichte ist nämlich gleichbedeutend mit

ρs ≪ Ln . (5.31)

Oft ist es vorteilhaft, die Hasegawa-Mima-Gleichung in einer dimensionslosen Form zu ver-
wenden. Diese erhält man durch die Normierung

eφ̃
Te

Ln

ρs
→ φ ,

x
ρs

→ x ,
y
ρs

→ y ,
cst
Ln

→ t . (5.32)
72 KAPITEL 5. ANOMALER TRANSPORT

Es ergibt sich
d
dt

(
φ−∇2

⊥φ− x
)

= 0 (5.33)

mit der konvektiven Ableitung

d
dt

≡−(∇⊥φ× ẑ) ·∇⊥ =
∂
∂t

− ∂φ
∂y

∂
∂x

+
∂φ
∂x

∂
∂y

. (5.34)

Diese Gleichung ist sehr eng verwandt mit der zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichung
wie wir später noch sehen werden. Sie gilt als ein minimales Modell zur Beschreibung von
Plasmaturbulenz und bildet gleichzeitig gewissermaßen den Kern aufwändigerer und realisti-
scherer Modelle, wie sie heute im allgemeinen verwendet werden.
Driftwellen. Bevor wir uns den Eigenschaften der Hasegawa-Mima-Gleichung im nichtlinea-
ren Regime zuwenden, wollen wir einfache Wellenlösungen untersuchen. Die linearisierte Ver-
sion von Gl. (5.33) lautet

∂
∂t

(
φ−∇2

⊥φ
)
+

∂φ
∂y

= 0 . (5.35)

Mit Hilfe des Ansatzes φ ∝ exp(ikxx+ ikyy− iωt) erhält man

ω = ωD ≡
ky

1+ k2
⊥

(5.36)

bzw. in unnormierten Einheiten:

ωD =
kyρs

1+ k2
⊥ρ2

s

cs

Ln
. (5.37)

Diese Lösungen nennt man Driftwellen, da sie in die y-Richtung propagieren. Im langwel-
ligen Grenzfall entsprechen sich Phasen- bzw. Gruppengeschwindigkeit und sind durch die
diamagnetische Driftgeschwindigkeit vde ≡ ∇pe ×B/(ene0B2) der Elektronen gegeben:

vph ≡
ωD

ky
≈ vg ≡

∂ωD

∂ky
≈ vde ≡

ρscs

Ln
. (5.38)

Der physikalische Mechanismus dieser Driftwellen ist in Fig. 5.2 skizziert. Eine in y-Richtung
periodische Dichtestörung ist aufgrund der schnellen parallelen Elektronendynamik mit einer
entsprechenden Potentialstörung verbunden. Die resultierende E×B-Drift konvektiert – mit
einer Phasenverschiebung von genau 90o – dichteres (dünneres) Plasma in die positive (nega-
tive) x-Richtung, so daß sich die Welle in y-Richtung fortbewegt.
Wie ist nun der Zusammenhang zwischen Driftwellen und den Überlegungen des letzten Kapi-
tels? Interessanterweise läßt sich das Ergebnis (5.18) im Licht von Gl. (5.37) reinterpretieren.
Geht man von einem random-walk-Modell aus, dessen charakteristische Längen- und Zeitska-
len denen einer Driftwelle entsprechen, dann ergibt sich nämlich

D⊥ ∼ ωD

k2
⊥

∼ 1
k⊥ρs

ρ2
s cs

Ln
∼ (3−10)

ρ2
s cs

Ln
. (5.39)
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Diese Gleichung ist sehr eng verwandt mit der zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichung
wie wir später noch sehen werden. Sie gilt als ein minimales Modell zur Beschreibung von
Plasmaturbulenz und bildet gleichzeitig gewissermaßen den Kern aufwändigerer und realisti-
scherer Modelle, wie sie heute im allgemeinen verwendet werden.
Driftwellen. Bevor wir uns den Eigenschaften der Hasegawa-Mima-Gleichung im nichtlinea-
ren Regime zuwenden, wollen wir einfache Wellenlösungen untersuchen. Die linearisierte Ver-
sion von Gl. (5.33) lautet
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Diese Lösungen nennt man Driftwellen, da sie in die y-Richtung propagieren. Im langwel-
ligen Grenzfall entsprechen sich Phasen- bzw. Gruppengeschwindigkeit und sind durch die
diamagnetische Driftgeschwindigkeit vde ≡ ∇pe ×B/(ene0B2) der Elektronen gegeben:
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Der physikalische Mechanismus dieser Driftwellen ist in Fig. 5.2 skizziert. Eine in y-Richtung
periodische Dichtestörung ist aufgrund der schnellen parallelen Elektronendynamik mit einer
entsprechenden Potentialstörung verbunden. Die resultierende E×B-Drift konvektiert – mit
einer Phasenverschiebung von genau 90o – dichteres (dünneres) Plasma in die positive (nega-
tive) x-Richtung, so daß sich die Welle in y-Richtung fortbewegt.
Wie ist nun der Zusammenhang zwischen Driftwellen und den Überlegungen des letzten Kapi-
tels? Interessanterweise läßt sich das Ergebnis (5.18) im Licht von Gl. (5.37) reinterpretieren.
Geht man von einem random-walk-Modell aus, dessen charakteristische Längen- und Zeitska-
len denen einer Driftwelle entsprechen, dann ergibt sich nämlich
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Similarity between HME  and NSE

Comparison with 2D fluid

The Hasegawa-Mima equation is similar to that of a 2D incompressible fluid

Because the 2D flow is incompressible, one can introduce a stream function ψ

Then taking the rotation of the equation of motion, one can eliminate the
pressure gradient

Substituting the velocity, one gets

where

with

Euler’s equation
for 2D fluid

2D  incompressible flow;;  introduce stream function:

2D  NSE:

This  corresponds to the HME  in  the high-­k limit
(and without a  background density gradient)

Comparison with 2D fluid

➭ 2D incompressible fluid

➭ Hasegawa-Mima

➭ Similar in structure, 2 differences

➾ Hasegawa-Mima is not isotropic. The background gradient appears

➾ Hasegawa-Mima is not scale-invariant. Under the time derivative φ as well as 
    ∇ φ appears. HM behaves like a 2D incompressible fluid only if2

Wavelengths much 
smaller than ρs

vorticity

potential vorticity



Electron drift waves

72 KAPITEL 5. ANOMALER TRANSPORT

Es ergibt sich
d
dt

(
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mit der konvektiven Ableitung
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Diese Gleichung ist sehr eng verwandt mit der zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichung
wie wir später noch sehen werden. Sie gilt als ein minimales Modell zur Beschreibung von
Plasmaturbulenz und bildet gleichzeitig gewissermaßen den Kern aufwändigerer und realisti-
scherer Modelle, wie sie heute im allgemeinen verwendet werden.
Driftwellen. Bevor wir uns den Eigenschaften der Hasegawa-Mima-Gleichung im nichtlinea-
ren Regime zuwenden, wollen wir einfache Wellenlösungen untersuchen. Die linearisierte Ver-
sion von Gl. (5.33) lautet
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= 0 . (5.35)

Mit Hilfe des Ansatzes φ ∝ exp(ikxx+ ikyy− iωt) erhält man
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ky
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bzw. in unnormierten Einheiten:
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Diese Lösungen nennt man Driftwellen, da sie in die y-Richtung propagieren. Im langwel-
ligen Grenzfall entsprechen sich Phasen- bzw. Gruppengeschwindigkeit und sind durch die
diamagnetische Driftgeschwindigkeit vde ≡ ∇pe ×B/(ene0B2) der Elektronen gegeben:
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. (5.38)

Der physikalische Mechanismus dieser Driftwellen ist in Fig. 5.2 skizziert. Eine in y-Richtung
periodische Dichtestörung ist aufgrund der schnellen parallelen Elektronendynamik mit einer
entsprechenden Potentialstörung verbunden. Die resultierende E×B-Drift konvektiert – mit
einer Phasenverschiebung von genau 90o – dichteres (dünneres) Plasma in die positive (nega-
tive) x-Richtung, so daß sich die Welle in y-Richtung fortbewegt.
Wie ist nun der Zusammenhang zwischen Driftwellen und den Überlegungen des letzten Kapi-
tels? Interessanterweise läßt sich das Ergebnis (5.18) im Licht von Gl. (5.37) reinterpretieren.
Geht man von einem random-walk-Modell aus, dessen charakteristische Längen- und Zeitska-
len denen einer Driftwelle entsprechen, dann ergibt sich nämlich

D⊥ ∼ ωD
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Diese Gleichung ist sehr eng verwandt mit der zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichung
wie wir später noch sehen werden. Sie gilt als ein minimales Modell zur Beschreibung von
Plasmaturbulenz und bildet gleichzeitig gewissermaßen den Kern aufwändigerer und realisti-
scherer Modelle, wie sie heute im allgemeinen verwendet werden.
Driftwellen. Bevor wir uns den Eigenschaften der Hasegawa-Mima-Gleichung im nichtlinea-
ren Regime zuwenden, wollen wir einfache Wellenlösungen untersuchen. Die linearisierte Ver-
sion von Gl. (5.33) lautet
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Mit Hilfe des Ansatzes φ ∝ exp(ikxx+ ikyy− iωt) erhält man
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bzw. in unnormierten Einheiten:
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Diese Lösungen nennt man Driftwellen, da sie in die y-Richtung propagieren. Im langwel-
ligen Grenzfall entsprechen sich Phasen- bzw. Gruppengeschwindigkeit und sind durch die
diamagnetische Driftgeschwindigkeit vde ≡ ∇pe ×B/(ene0B2) der Elektronen gegeben:

vph ≡
ωD

ky
≈ vg ≡

∂ωD

∂ky
≈ vde ≡

ρscs

Ln
. (5.38)

Der physikalische Mechanismus dieser Driftwellen ist in Fig. 5.2 skizziert. Eine in y-Richtung
periodische Dichtestörung ist aufgrund der schnellen parallelen Elektronendynamik mit einer
entsprechenden Potentialstörung verbunden. Die resultierende E×B-Drift konvektiert – mit
einer Phasenverschiebung von genau 90o – dichteres (dünneres) Plasma in die positive (nega-
tive) x-Richtung, so daß sich die Welle in y-Richtung fortbewegt.
Wie ist nun der Zusammenhang zwischen Driftwellen und den Überlegungen des letzten Kapi-
tels? Interessanterweise läßt sich das Ergebnis (5.18) im Licht von Gl. (5.37) reinterpretieren.
Geht man von einem random-walk-Modell aus, dessen charakteristische Längen- und Zeitska-
len denen einer Driftwelle entsprechen, dann ergibt sich nämlich

D⊥ ∼ ωD

k2
⊥

∼ 1
k⊥ρs

ρ2
s cs

Ln
∼ (3−10)

ρ2
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. (5.39)
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Es ergibt sich
d
dt

(
φ−∇2

⊥φ− x
)

= 0 (5.33)

mit der konvektiven Ableitung

d
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∂
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Diese Gleichung ist sehr eng verwandt mit der zweidimensionalen Navier-Stokes-Gleichung
wie wir später noch sehen werden. Sie gilt als ein minimales Modell zur Beschreibung von
Plasmaturbulenz und bildet gleichzeitig gewissermaßen den Kern aufwändigerer und realisti-
scherer Modelle, wie sie heute im allgemeinen verwendet werden.
Driftwellen. Bevor wir uns den Eigenschaften der Hasegawa-Mima-Gleichung im nichtlinea-
ren Regime zuwenden, wollen wir einfache Wellenlösungen untersuchen. Die linearisierte Ver-
sion von Gl. (5.33) lautet
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Linearize HME  and use Ansatz:

Linear  dispersion relation:

Waves drift in  the electron diamagnetic (y)  direction:

Re-­interpretation:

electron
drift
waves
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Abbildung 5.2: Zum Mechanismus der Driftwelle. Dabei ist r ∝ x die radiale und θ ∝ y die
’poloidale’ Koordinate.

Problematisch ist dabei allerdings, daß im Rahmen des oben beschriebenen Modells die Drift-
wellen neutral stabil sind, d.h. sie werden weder gedämpft noch wachsen sie an. Das liegt
daran, daß wir bislang keine “dissipativen” Effekte berücksichtigt haben. Man kann zeigen,
daß sowohl Stöße als auch Landau-Resonanzen zu einer linearen Antwort des Plasmas auf
Potentialstörungen führen, die in der Form

ñe

ne0
=

eφ̃
Te

(1− iδ) (5.40)

mit δ > 0 geschrieben werden kann. Mit dieser Modifikation ergibt sich

ωD → ωD

1− iδ
≈ ωD (1+ iδ) . (5.41)

Dissipative Driftwellen wachsen also exponentiell in der Zeit an. Dies tun sie solange, bis die
E×B-Nichtlinearität eine Rolle zu spielen beginnt. Dies ist dann der Fall, wenn die beiden
Terme ∂t ñ+vE · ñ+ . . . = 0 in Gl. (5.26) vergleichbar sind: γ ∼ ρscs k2

⊥ (eφ̃/Te) bzw.

eφ̃
Te

∼ γ
ωD

1
k⊥Ln

. (5.42)

γ gibt hierbei den Imaginärteil der Frequenz (d.h. die Anwachsrate) an. Für γ/ωD ∼ 1 und
ñe/ne0 ∼ eφ̃/Te ergibt sich schliesslich Gl. (5.16).



Cascades and wavenumber spectra
Conservation properties

In the Hasegawa-Mima model, there are two conserved quantities

This indicates that there exists two types of inertia ranges in which the
quantities W and U have different cascade properties.

For a 2D incompressible fluid

➭ For kρ  >>1 the conserved quantities in Hasegawa-Mima and in a 2D 
    incompressible fluid are the same.

generalised energy

generalised enstrophy

s

Kolmogorov spectrum for isotropic Hasegawa-Mima

For k>>1, the Hasegawa-Mima model is the same as the 2D incompressible fluid,
and the spectrum is the classical Kolmogorov one.

For k<<1 the Hasegawa-Mima equation becomes
with energy and enstrophy

Now the total energy W(k)dk is not analogous to u  .

Scale transformation: (x,y)➝λ(x,y), t➝τt leaves HW invariant if                 or  

Then the energy transfer is

And the energy spectrum is

If we do the same calculation for the enstrophy, the spectrum is

inverse cascade

direct cascade

k
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Kolmogorov -Kraichnan spectra

➭ Discussed in the first two talks (briefly repeated here)

➾ 3D turbulence, energy cascades to small scales 
    where it is dissipated

➾ 2D turbulence, enstrophy cascades
    to small scales

➭ Hasegawa-Mima close to the latter case.
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inverse  energy cascade direct enstrophy cascade

Ideal  invariants:

Conservation properties

In the Hasegawa-Mima model, there are two conserved quantities

This indicates that there exists two types of inertia ranges in which the
quantities W and U have different cascade properties.

For a 2D incompressible fluid

➭ For kρ  >>1 the conserved quantities in Hasegawa-Mima and in a 2D 
    incompressible fluid are the same.

generalised energy

generalised enstrophy

s

Cmp.  measurements of density fluctuation spectra
via  microwave and laser scattering since ~1976



Turbulence:
Further  reading



Recommended  reading

Also:

P.  A.  Davidson
Turbulence

S.  B.  Pope
Turbulent  flows



Some  literature  on  2D  turbulence



Fundamental  literature  on  the  HME

Stationary spectrum of strong  turbulence in  magnetized
nonuniform plasma
A.  Hasegawa and K.  Mima,  Phys.  Rev.  Lett.  39,  205  (1977)

See  also:  Phys.  Fluids 21,  87  (1978);;  22,  2122  (1979)

Quasi-­two-­dimensional   dynamics of plasmas and fluids
W.  Horton  and A.  Hasegawa,  Chaos  4,  227  (1994)

A.  Hasegawa (*1934):  Maxwell  Prize (APS)  2000;;  Alfvén Prize (EPS)  2011



Plasma  turbulence:
The  context



Strong  wave  turbulence
Turbulence   in  planetary
atmospheres:  Rossby  waves  

Turbulence in  quantum liquids:
Kelvin  waves on  vortex filaments

Turbulence in  oceans:
Water surface waves


