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Gravitation : Cosmologie

Cosmol ogi e Observat.i
Univers Newtonien

Univers et Relativité Restreinte

Gravitation et Relativité Générale

Univers relativiste en expansion

Modeles cosmologigue=t observations
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Gravitationi Cosmologie

1. Cosmol ogi e : Observat.
A Introduction : La cosmologie
A La structuration de | 6Unw
A Léexpansion de | 6Univers
A Le par ®bdersx e dob
A Le modéle standard dRig Bang
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La cosmologie

ACosmol ogie = Science de | 61t
et a tres grande échelle -

A A cette échelle, la gravitation domine les interactions et

gouverne | o®volution gl obal

AAspect observationnel : Sty
expansion de | 6Univers, for
(Planck)

A Aspect théoriqueBig Bang, inflation, nucléosynthése
primordiale, formation des galaxies, matiere noire, énergie.
noire
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Structurati on de

A Unités pratiques :
I 1 Unité AstronomiquéAU) = 1.496 101 m
I 1 AnnéelLumiere (AL)=9.4610">m ; 1Parsedpc) = 3.08310m?° 3.25 AL

A Echelle du Systéme solaire
i TerreLune = 3.8410° m; Diameétre solaire = 1.4920°m
I TerreSoleil = 1 AU ; Systeme Solaife50 AU

A Echelle des étoiles de la galaxie
i Etoile la plus proche : Proxinfaentauri4.3 AL
i Diametre de la galaxie 30kpc

A Echelles des gal axies et de | 6Un

I Paires= deux galaxies en interaction proche.
Tallle typique :0. 1Mpc Exemple : Nuages de Magellan / Galaxie
I Groupes= quelgques dizaines de galaxies liées gravitationnellement.
Tallle typique :1T7 2 Mpc. Exemple : Le groupe local ‘
I Amas= quelques milliers de galaxies. Amas reguliers et irréguliers.
Tallle typique :10 Mpc. Exemple Virgo, Coma
I Superamas associations de groupes et dobéam
Taille typiqueA p Mpt. Exemple : Le Superamas local

Z Univers observable® 3000 MpcY ISOTROPIE !
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Le voisinage solaire
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Le voisinage solaire (2)
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Le voisinage solaire (3)
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La Galaxie
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Le groupe local
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Les groupes de galaxies proches
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Les groupes de galaxies proches (2)
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Le superamas local
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Expansi on de | 0

A Fait observationnel Les gal axies so0o®l| oigne
(décalage Doppler)

A Vitessev “ d ¥ v=H?d (Loi de Hubble; 1920)
A Plus précisément,ie st une di stance caract
1 dR N y
H,=— °© 75 km s = Mpc
R dt
A Décalagespectral une raie spectrale/ de
est observ®e “/,la |longueur doon%
/,=1(1+z) z°v/c Y cz=H,_

A Valeurs typiques galaxie «proche»:z 20.1;
galaxie «eloignee» : z > 0.5; quasar. z < 5-10;
Fond diffus cosmologiquez = 1500

A 1/H,=temps de Hubble 13.1 1(® années

= | i mte sup®rieure de | 00ge
freinée par la gravitation

A Age du systéme solaife4.65 1(° années: 1/H,
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To T

Le par ®berssx e do

Fait observationnel La nui t , | e ci1 el est é
u

Supposons | oUnivers i1 nfini et n
luminositéeL.L e fl ux re-u sur Terre soO®

’ L
F = pfd4pr 3n® —dr- +a
. r
Oui, mais les etoiles se cachent les unes les autres. Considérons un
cylindre droit de surfac&et de longueur, et que chaque étoile cache

une surface. On «bouche» SavecS/a®t o i | esdlire avecdupes t 'm
longueurit el | e quodil y ait exactement
cylindre S 1
ns = — vy | = —
a an

Numériquement, en prenant des parametres solairéd (072 AL

En fait, la durée de vie des étoiles est limitéé (203 10° ans). Donc
on ne peut pas voir adela de-101° AL Y Le ciel estl09/10?3= 1013
fois moins brillant que la surface solaire. Cela correspond a peu pres a
| 6observation.

X
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Le modele standard dgiag Bang

A Cbdest |l e mod | e de base de | a co
choses.
A L6Uni ver s e sitgulgitger tiil dydo uan e~ 1¢5 mi g

la tempeératuré et la densité étaient «dnfinies».
A A partir de la, on a de maniére réguliére

daT dr
—=<0 ; —<0
dt dt
i Yy . . - dR . n
A Et siR désigne une dimension caractéristique, on a au1d55|> 0
t
ALO6Univers est en expansion. Lobes

La variation dans le temps de cette expansion décrit le modele
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Gravitationi Cosmologie

2. Univers Newtonien

A Introduction

A Equation de Friedmann n
A Paramétres cosmologiques

A Solutions de | 6®quation d
A

Univers plat, ouvert, ferme, stationnaire
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To o

Univers Newtonien

Coest un mod | e doéexpansion 0% |
gravité est decrite par la loi de Newton.

COest une approximation pas 1t r ogp

Cébest un mod |l e © sym®trie spho®r
est le rayoni(t).

dr da
r(t)=a(t)r, ; v(t)=H((t)r=—=—r,
dt  dt
atlest | e facteur do®ahirespdnéentavxt
quantitts@ uj oux (At h u i
dr da ) 1 da at
H(t)a(t)r,=—=—r, Y H (t) = — = —
dt dt a(t) dt a

La masse se conser vYladeositétonoyenns d.e
diminue
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Equation de Friedmann

A Cbest | 6®quation diff®rentielle q
A Considérons une particule en mouvement radial la distathaen s | 6 U1
a symétrie spheriquéj(r)est | a masse ~ | 01 nrit ®g
GM (r) G 4p .
= > :-—23 rr
r r 3
4pG 4pG
= - i ar,;roa’ Y @+ = 2’0:0
. . 3 . —3a \
A On multiplie pada/dtet on i nt gre H
_
4pG r d 3 4pGr b
o+~ = 0= —gid - g
3a d'[(;; 3a = 5 8pr0
# - ——2= -k
4pGr K
- SRR © ee
3a 2
A Cdbest ®quivalent ~ une conservatd¥
GmM (r 4pGm 4pGm
Eczfmvzzfmﬁzro2 E, =- ():- ad ra3r03:- ad roa'sazro2
r 3ar 3

0
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Equation de Friedmann (2)

Akest proportionnel ~ | 6®nerg
1. k=0 (énergie négative). Univers fermeé = Univers de Friedman sphérique
2. k<O (énergie positive). Univers ouvert = Univers de Friedman hyperboliquems
3. kkO(®nergie nulle). Uni vaerSsterpl at = L

AMoyennant un choix correct
k=0,+1ou-1

N

ACes solutions sont int®ress.
trouve avec |l a Relativit® (|

A Analogies N\
A Newton :k = constante (énergie} Einsteintk=cour bur e -de |
temps

A Newton :} = densité de matiére2 Einstein ;] =d e n s énéergie tatade
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Parametres cosmologiqgues

A Ce sont des grandeurs caract®ris
A La «constante> de HubbleéH (qui dépend en fait du temps) :
H =H(t)=f
A Le facteur de décélératiam: :
adt
=T
a
Coest une quantit® sgaginsstdi mensi o
A La densité critique, : w
Celle qui correspondlesOdans | 6 ®quati on de
O:_k=$2_8pGrO=a#2_8pGra v ; . 36#2:3H
3a 3 8pGa 8pG
A Le facteur de densitg: , - ~
i \
Sig=1, )=}, k=0. L Oplaii vers est
Sigq<1, )<}, k<0. L O blpeirtver s est

Sig>1, 1>, k=0. L 0 Un iestfermes
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Sol ut | @uason ded-rietintann
A On r®®crit doéoabord | 6®quation en

4pG r 4pGra ) & ApGra a#d’
&+ P 20:#}5+ P =0 Y — = P — > 2=_qH2
3a 3 a 3 # a __
8pGra’ . Kk
Ck=#- 2218y S - 20H °
3 a
o . . A 2 2
A Ceci rest e Vp @duellea=1)0 ®Kkpgd g reH,c
A Donc | 6®quation g®n®rale se r ®cri
k _H02(1-2q0)_#2 8,0(3/0_$1EZ 2q,H , .
a’ a’ a’ 3a° a’ a’
. ol
$2=H§g§.- 2q, + qog
c a -
A Remarques : .

A Univers plat k=0Y q=1/2
A Univers ouvert k<0Y q<1/2
A Univers fermé k>0Y q>1/2
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Solution pour Univers plat

k=0 Y gq,== Y #=—2 Y g=—2

N
QD
o

A Solution: 2,7 -y t+ Cte
3

A On fi xe | 6o rt#0pquanda=0ddens la toasmaptesestulle

2/3

a3 o}

a(t) = g—H o
¢ 2 =

AL6®poque Oaccnrlreeperidb:a,d@nmfi
COesdgeel e | 6UNni ver s o

2/3

a#(t):iiiHo-- Y H(t):f:i
3¢2 a 3t
A En calculant, on trouve bier{t)=1/2 pour toutt. N

A Application numérique H,=75 km.s.Mpc'Y t,=8 . 7 mi | | i ar c

C: Ot

Entre 6.5 et 13 Ipvdridnida30& $0knusd.Mpth ® e
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Solution pour Univers fermé

a#:HO\/l- 2q0+20|0 Y H_ dt= =
i 1-2q, + 20, .
Pour intéegrer on change de variable. On a nécessairement, = i
Onposedong=a/a,.xvari e entre 0 et 1?0
H dt = = _ LR — R
\/1_ o, 2q, (2q,-1) 1- X
a

On change encore de variable en posafit-cos))/2. gvarie entré) et p

2 X 2 1- cos sin
H odt . e 3/2 dx = + 3/2 d ’ dg
(2q, - 1) 1- x (2q,- 1) Vi+cos g 2

q (1- cos g)(Ll- cos’q q
H dt = : 3/2\/ ( )dq: ———(1- cos g)dg
(2q, - 1) 1+ cos g (20, - 1)
qo . qo
H, t= —(g-sing) et a= (1- cos q)
(2q, - 1) 2q, - 1
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Solution pour Univers fermé (2)

H t= do (g-sing) et a-= Jo (1- cos q)

" (29,- 1) 2q, - 1

1
AL6®poque act ual.Dac esoy=res pond

q, .
A Ona alors | 60ge de | 6Univers
1 d, € &1 0 4/2q,-19
I = 372 €arccos g&— - 18- U
H, (Zqo E 1) 3] gqo = 9 9]
-
A Application numérique aveld,=75 km.st.Mpc? etq,=1
Ontrouvet,=7 . 44 mi | | i ards doani
AL6Univers est plus jeune que dans
A On retrouve | a val ®-ulr de 1 0Uni vey
A : pa, .
ALoexpanS|on sa:amp(qecpqsoaiutnl‘t—z 1)zuo
q, -

etserecontractea pr s 2Zt.usquo” <
A Numériquement =41 millardsd 6 a n, tedevers & pourg,- 1/2
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Solution pour Univers ouvert

0
a 2
1- 2q, + L

2q, . da
#=H _.[1- 2q, + VY H,dt=

0

A Pour intégrer on change de variable. :

2 .
a= % X Y H dt = da = 29, i dx

_1- 2q 0 ) 1. 2 3/2 X +1
0 \/1_ 2q0+ qo ( qo)

a
A On change encore de variable en posantoshy/-1)/2.

H dt = dx =
0 (1_ 2qo)3/2 1+ X (1_ 2q0)3/2

d, \/(cosh y - 1)(cosh S 1) d,
3/2
(1- 2q0)

24, X 24, cosh y - 1 sinh y
cosh y +1 2

cosh y +1 (1- 2q,)"

H,t= Jo (sinh y -y ) et a-=

(- 2q,)" 1- 24q,
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Solution pour Univers ouvert (2)

9

9

H,t= —(sinh y -y ) et a= (cosh y - 1)
(1- 24q,) 1- 2q,
~ l T .
AL6®poque actuelleceshoyrﬁge-slpond a =
A Ona alors | 86G0ge de | 6UnNiver s
e.f1- 2 3 59
= E 9 ——é qo-arg cosh %1—-150
H (1' 2q0) g qo ¢ Yo +{
N
A da/dtest toujours positif : | 0expan:
A Remarque : quang,- 0, t,- 1/H, (temps de Hubble = limite supérieure)
A On retrouve aussi | aqgvad eur de 10
A On a pour toute valeur dg<1/2 X
2 1
<to<—
3H | H,
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Allure des solutions

—— : Univers cuvert
——  Univers plat
: Univers ferme

alt)

W
t
A Avec les paramétres actuels, on tropye 1.9 1026 kg.m?, N
AOr |l a densit® de mati re (visible
:I- 5 (0] 10—28__10—27 kgm3 < :I' .
A On serait donc dans |l a situati on
A Du moins si on ne consid re que |
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Univers stationnaire

ABondi, Gold & Hoyle (1948) : Mod-~
stationnaire grace a une creation permanente de métiaelensité de
| oUni vers reste constante. -

A On suppose |l a constante de Hubbl e
dr = Hr ?dt en un tempsit. Pour garder la densitéconstante, il faut créer
une masseM

] 5 ) 1 dM 3 ,
dM = rdV =4pr rdr =4pr rHdt Y a = — = c4pr rH =3rH
VvV dt 4pr N
A Numériquement aveld=H,, } =} ,, U° 100 proton/n#/an® 1 galaxie/an.

Indétectable !
A Mais ce mod | e noéexpliqueY pasdon e
# d

H=Ho===—(na) ¥ a(i)=a,e () \

A Age de | 6Unmi verss, : , .
t, = fdt = fg—=—lmal,_,- +¢
a H
t=0 0 a=o0 0

A Univers éternel !
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Gravitationi Cosmologie

3. Univers et Relativité restreinte
A Postulats. Notion de métrique
A Relativité restreinte : Transformation de Lorentz n
A Applications : Composition des vitesses, paradoxe
des jumeaux, décalage Doppler
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o Do To Do Do Do D»

To

T>

Postulats de la Relativité restreinte
Notion de métrique

Le temps et | 0es aepaceasnmnitsd dimensdidns s o
La vitesse de la [rmiamact finia r;LiTﬂgnfim i dane tous les référentiels. ™
Toute informatiot Parteulemassve e la lunvié@ertaines

parties :t/ —_Proen fre elles (cOne de lumier
Conséquence : k ) R S ®nements no¢

Les coor
par lequadrivecte

LOI nter v
Engéométrie pla

)8 Somt Eepnésentees d.a

Evénement

présent 3x,dy,dz,adt)=(dr,cdt)
es deux ®v

Ailleurs .,
ds*<0

quz - r’sin 2(7df2
pend de la courbure d®&

ds2 =dM .dM = czc
C 6 destdnseur n’

| 6 E s-Pemmse e de référentiel.
PASSE
ds?>0 = Intervalle au genre temps»; as-<u = Intervalle du genre

« espace»; ds’=0 = Intervalle du genre kimiére» (événements qui se

voient)
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A

A

To o

Transformations de Galilée et de Lorentz

On considere un reférenti@lfixe et un autrdk @n mouvement uniforme a
vitessev dans la directio®x

Un méme événement sera repere par le quadrivegtgur,ci dansk et par
(X;,y/,zj,ct) dansR0O

En mecanique classique on a la transformation de Galilee (temps universi

Xi= X- vt t'=t
Probléme : Ceci ne laisse pasifeinvariant (ni les équations de Maxwell)
On cherche une transformation linéaire  gxis aA B 6axs =

qui préserve lels? (y et z restent inchangésgtigz éﬁc . %t §
Ceci impose les équations

ERREER=N S c‘CD - AB =0, ¢ D -B =¢’
Solution : Il existe un réal tel que X
sinh ¢

A=cosh ¢, C = D =cosh ¢, B =csinh c .

c
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Transformation de Lorentz (2)
A Significationdec: L 6 o r Rogst enxes0. @re

Xi= xcosh ¢ +ctsinh ¢ =0=vtcosh ¢ +ctsinh ¢ Y v = - ctanh ¢
A 1 _ vic
Donc cosh ¢ = ——— , sinh ¢ = - ——
v’ v’
1- — 1- —
2 2
C C
X - vt t- vx/c’
Xi= ——=g(x- vt) , ti= :g(t-vx/cz) :
2 2 _
\Y; Y
1- — 1- —
2 2
C C

A C 6 e gransfdrraation de LorentElle se raméne a la transformation de
Galilée pouwvLl A

A Conséquence : les longueurs et le temps ne sont plus universels ! N
A Dans un référentiel en mouvement, les longueurs se contractent et le tem
soOo®coul e plus I entement
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Application 1 : Composition des vitesses

A On considére un référentiél@n mouvement a la vitessedans la
directionOx par rapport & , et un autrék eld mouvement a vitessgpar
rapport aBR6On a nécessairement

—vx/c i—vx|/c

—— el e

A On cherche a exprimex£t4) directement en fonction dg,{).

2 _
X - wt t- wx /c v, + Vv,
Xji= ——— , tii= avec w= ——=—
2 2 V.V
W W 172
1- " 1- 5 1+ 2
C (03 C
A Classiqguement on aurait=v,+Vv.. Ici on peut vérifier quev=c dés quer/,=c
ouv,=C Y La vitesse de la lumiere est indépendante du reférentiel ! X

A Aspect mathématique : Les transformations de Lorentz forment un groupe
pour la composition avec comme formule de composition

a 0
Lorentz (v,)ALorentz (v,) = Lorentz 2 g
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Application 2 : Le paradoxe des jumeaux

A Deux jumeaux, | 6un (1) reste sur
interstellaire alleretour a vitesse, et est ~ | darri veé
premier. -

1. Calcul dans le reférentiel du jumeau 1 resté sur Terre. Temps passé pou
jumeau 1 i,

I Phase 1 : voyage aller du jumeau 2; temps pour le jumea(P1 :
Pour le jumeau 2t__ t,/2- wic® t/2-viyl2c 1 . v’
~ v’ ] v’ 2V ¢ N
i il =

C2 02
I Phase 2 : Voyage retour du jumeau 2 = situation symetrique. Au bout c
voyage, le temps passé pour le jumeau 2 vaut i

Il est effectivement plus jeune ! L=t —
C

\

A Oui, mais si on se place du point de vue du jumeau 2 (dans son référentie
coest son fr re qui-vetedewenu®@isute. g n G
Coest | ul g ui devRamxod® donc °tre p
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Application 2 : Le paradoxe des jumeaux

ALe paradoxe ndest quobdapparent é
2. Calcul dans le reférentielitial R @u jumeau 2, se déeplacant a vitesse

par rapport au jumeau 1. On appelle temps danB @u les deux -
jumeaux se retrouvent

Pendant tout le voyage, le jumeau 1 se deplace a vitesse v par rapport
R O Le temps écoulé dans son réferentiel vaut 2
t, = t,4]1- —

1 3 2
C

Phase 1 : voyage aller du jumeau 2, qui reste immobile par ragRdit am
Temps pour le jumeau 2+
Phase 2 : Voyage retour du jumeaul 2e deplace par rapporRia une

viiessey pusquobé” rejoindre son fr re
2
Vi
_ B ti= ti+ (t, - ti)y[1- — \
Les jumeaux se rejoignent lorsque c
. Vi- Vv . Ec;‘v'—v v’ v2 0
x=vt,=v'(t,- ti) Y ti=t, Y o ti=t,® tal—- — 9
Vi gevi Vi CRRC
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Application 2 : Le paradoxe des jumeaux

Mais, par composition des vitesses : 2y
Vv'=
1+v’/c
On remplace | . 2 2 2 . 2
. Vi- Vv 1la v O v Y 1a v O
I . =& 8 > o T# 28
Vi 29 c - Vi C 49 c -
ay'- v v’ vzg & v°%
Y t£|: t388—+ E i tgg' —28
& vij Vi C 9 C C -
- .2 _
En définitive T

C 0 easlite la méme chose que compté dans le réferentiel du jumeau 1!

Explication Le r ®f ®rent i el i ® N
demit our ! ) . La situation noest pas

Application numérique : voyage alleetour av=0.2cvers Proximaentauri
(4.3 AL). Le jumeau 1 vielllit de 43 ans, le jumeau 2 de 42ari3¢ 10.4 mois)

janvier 2016 Licence 3 physiqueGravitation



Application 3 : Décalage Doppler

A On consid re une source | umiwparus e
rapport ° | 6observateur.

A Onraisonne dansleréférenfidid e | 6 ®t oi | e. Un f rQ
| 0obsernWatleaurf ront doéonde suiiNennt
arri re. | | rejoindra Iéob/siervate

- /i+cti=vti Y @ ti=
c-V
A DansleréférenttRde | 6observateur, |l e ten
v’ /i v’ _
t=ti1-2= 1-—2
C cC-V C
ALa |l ongueur doéonde vue depuis | 60

c/i v’ 1+v/c
/ =ct = 1 — =/ iy
cC-V Cc 1- v/c .
A Et le décalage spectrab(shif) z

[ -1 1+vi/c Y _
zZ = = -1 © — siv<<c
/i 1- v/c C

janvier 2016 Licence 3 physiqueGravitation



Application 3 : Décalage Doppler

Une autre fa-on de | e voireé

On raisonne toujours dans leréfererfdé@dl e | 6 ®t oi | e. L
émise est de la forme -

(@)
~

F (xi,ti)= A (Aexp (kixi- wii)) avec wi=ki

LoOobservateur se d®pl ace ° | a vit
repere, on aura par transformation de Lorentz

x = g(xi- vti), t = g(ti- vxi/c’) Y xizg(x+w), ti=glti+vxi/c?)

La phase de | 0onde est I nd®pendan

a Vvo 1-vi/c
kixi- witi= kigad - —o(x - ct) = ki (x - ct)
¢ C= 1+v/c .

Ceci correspond ° ukaeeconde de vec

1-v/c ) 2p l1+v/c
Y = — /i
1+v/c k 1- v/c

k = ki

janvier 2016 Licence 3 physiqueGravitation



Gravitationi Cosmologie

4. Gravitation et Relativité Génerale

Metrique et gravitation

Metrique deSchwarzschilddécalage u
gravitationnel

Metrigue de RobertsewWalker, déecalage

cosmologique

Les troisredshifts N
Mesure des distances dans un Univers courbe

oo | Po  To I
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A

A

A

Metrigue et gravitation

En pr®sence de gr avi t-tamhps (@i¥)estl a me

modifiée. On écrit dans le cas général | -
ds =§ g,dx dx

a,b .
Le lien entre lesg), (le Tenseur Métrique) et les sources de gravitation
(= toute for me do®mpaulsign)sefaitviaTens e u

| OEquati of ®gaukivmd tesnitnrel ati vi st e
Exemple : Dans un potentiel gravitationnel faibleon montreg u 6 a u

premier ordre la metrigue est modifiée en .
4 2U
ds’, = a3+ —oc’dt’ - dx’ - dy’- dy’
O
En mécanique classique, les mouvements se font en suivant le principe d:
moi ndre action. Le mopVzefed ta mi ni

En relativité générale, les mouvements se font en minimisant la distance

dans IterEpspaeﬁf \/ " dx”
S

d/ d/
Les mouvements se font en suivantjesdésiqued e | o-tempgs a c e
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Exemple : Métrique d&chwarzschilakt
redshiftgravitationnel

Dans le champ de gravitation créé par une masse pondtyalle montre

gue | a m®trique soO6®crit en coord.o
3 2GM 5 dr”
ds? = 59 - - ac2dt? - —-rdg - r’sin"gdr’
C rc = 1- 2GM /rc

On introduitR=2GM/c? (Rayon deéSchwarzschill . La m®t r i g
2 é R56 2 2 dr2 2 2 2 . 2 2
ds = o - oc dt - -rdg -r sin gdf

C r- 1- R/ _

On considere un photon emisieret regcu em,, aveckR<r ,<r.. Le trajet est
radial @g=d/=0). Le trajet du photon vérifies’=0. On considéere deux
Signaux successifs (po®erbac@sae | 0

intervalle 1,. On a dr , © dr
cdt = Y Dt =Dt, = { N
1- R_/r r1—R3/r
Le temps propre dans le reférentiel du photon veérifie
2 é‘ Rs 0 2 Z Rs Rs
Dt"=4- —¢Dt” Y D¢, = _[1- —Dt et Dt¢,=_[1- —Dt,
c r -+ I’1 r2
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Exemple : Métrique d&chwarzschilakt
redshiftgravitationnel

On en déduit p¢

1 - DI‘Z
1- Rs‘/r1 1/1— RS/r2 =

SiDf=c/,est | a p®ri ode de | 0onde on
, , N R./r, ) 7 A1 - R./r,
= Y = -1

BT R/, —— LRI

En particulier si,- 2 (réception sur Terre), on a

- 112
R R GM .

a 0
z=g- 58 SR —— = — si 1 <<R,
c I, - 21, r,c

Interprétation : La différende,-h/2,>0 correspond a la difference
do®ner gi e gaCGwi) gagrée parremlotoh pur remonter
depuisr,, a condition de donner unerasse» au photon den=hric?. \

Lorsquer,- R, z- 2, D% 2 méme siD { est fini. Une chute libre sur
| 6hori zon du trou noir durera un
extérieur.
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A
A

A

Cour bur e -dempsl 0 Es p a
Meétrique de Robertsewalker

LO6Esffames est courbeé 2?2 |-
Dans un plan eucl i dien e
ds > = dx° + dy2 =dr’+r’df°’ (coordonné es polaires)

On se place maintenant sur une sphere de rayon

Un point est repéré par ses coordonnees spherigue:
LO®I ®ment de | ongueur s

dr’

dsz=a2dq2+azsin2qdf2= 2+r2df2 (r=rayon projeté = asin q)

1- r2/a

Ca ressembl eé Sur une surface de

2 dr2 2 2
ds® = ————+r’df N
1+r /a

On introduit la courburé=+1/a%. Les trois formules se réunissent en une
o dr? seule ave@&=0 pour un plank>0 pour une

2 2 < Ny
ds * = o +ridf « sphere» et k<0 pour un <«hyperboloide».
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Cour bur e -dempsl 0 Es
Metrigue de RobertseWalker

A Ceci se g®n®ralise en di mensi on 3
| sotropes. LOun est | 6espace eucl
sph re et de | 6hyperbol(ogfidana En c

2 drz 2 2 .2 2
ds = L (dq + sin qdf)
1- kr
A On calcule | a distance ent (Rg/)l 0 om

R r
d(R) = pds = g ——
R ——
A Oui, mais | 0Univer sp(@ep=ta(t) %pans

A On aboutit & lanétriqgue de RobertsewalkerpourUnivers homogéne,
ISotrope en expansion

e dr’ @
ds® = c’dt” - a(t)zé 2+r2(dqz+sin2qd1‘2)l\J
él- kKr a
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Application : Décalage spectral

cosmologigue
A On considére un photon se déplacement radialemeni{=0) du point -
d 6 ® mi rsrsat=o_ret recu a=r , eti=t,. Le déplacement se faitia’=0
(photon). On a donc D . dr?
0=c'dt" - aft) »
: r 1- kr
A On integre L
s P
t, e T N
A On consid re | 06®mi ssion une po®ri o
ty +at, dt M dr t, dt
N —— = CHRn = AR
RO e
g t~ dt +t~ dt +t~dt dt _tN dt tjt dt +t~m° dt .
a) Ma) M ap) Ma@) Na@w Mag)

A La p®r i oddddganmpd piopre) dsetrés petite:‘:te) + (0) =0
al(t a(t,
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Décalage spectral cosmologique
ALa p®riode die//dc=ecnGhadon®r i f i e

/ a(t,) . l,- 1, aft,) a

0 0

= U Z = = -1=—-1 i
! a(te) /. a(te) a,

A Onaa,>a,doncz>0. La | ongue astsumbideoramadcelle r e -
do®mi edshibn COest une cons®guence
A Un événement observé argushiftzs 6 e st d®r oul ®(1lega n ¢

fois plus contracte.
A Redshift cosmologique redshiftDoppler(les galaxies sont knmobiles»)
A Pourtant, st est faible, ca se confond avecredshiftDo pp | er e .
a, da at Y] \Y;
ZzZ=—-1=—° —qdt = H dt Avec V=Hd, z=—dt=—
a a a d C

A Application numérique On pr end un -Déisittev avecs oié
a(t) t?3,  c-a@deesltz=(ty/t))?°. On prend,=1031(° ans (age de
| 6Uni vers) .
A Pourz=5 (Quasar), ontrouve=0.68mi | | i ards dodéann®es
A Pourz=1500(Corps noir cosmologique), on trouige200000ans
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Résume : Les troiedshifts

A Redshift Doppler :

1+v/c Vv _
z = -1 © — siv<<c
1-v/c C
A Redshift gravitationnel :
-1/2
& 2GM b . o GM _ o 26M
Z = - 0 - R Ssi r. << =
ég N rc’ y . ¢
A Redshift cosmologique :
ao \Y
z=—-1 ©° — avec Vv = Hd
ae C

janvier 2016 Licence 3 physiqueGravitation




Mesure des diI st an

A Dans un Univers courbe en expans
plusieurs définitions. On se place dans la métrigueatertsoANalker

1. Distance lumineuseC6est | a di stance quoon®
| 6 ®ner gi & éniise par um ebjeslantain et le fléxXr,) recu par
| 0observat erarg-r.i L=lsa’ did)st ance
A d, afigr)=asr” cause de |rédshift peafloxgecloest e t
di mi nu® d(b+a)h Unffagteut(lezidi a la diminution de
| O ®ner gi e redsaific opshhootl comgsi glue ) , et | ‘@&
0

I I ntervall e de temps de r®cepti o
L ] a, a,
F(ro): 2 Y d, = (1+ z)aor = r = (ro- re)
ap (L+z) a,r a,  a,

2. Distance angulaireOn voit une galaxie lointaine sous un antyielLa
taille physiqued de la galaxie vérifie aloris=d,, dg. Le probleme est
d®t ermi n® ~ | a dat elaghlax@ni)sOnadonc d

d = a(te)r

ang

3. DistancedevolCbest | a di stance qa&Ee(g-alur
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Mesure des distan:
A Calculs explicites danBeSlte¢=0as doa

23 ty -2/3
a3 0 cdt cdt a3 0
a(t)=ge—Hot8 ;ds°=0 Y ——=dr Y r=f :BC;—Hog (t;/?’- ti/?’) _
92 - a(t) tea(t) 92 o

Distance lumineuse

2 g 23 . 3 - 213 3 5t 51/36
a 0 a 0 >
d_=(+z)a(t,)r= @1+ 2z)eH t,6 3ceH, 5 [([t.'°-t')=(+ z)BCtOZ- 20 g
92 - g2 N C (}to_ + iy
R 2/3
a at_o 1
=3ct0(1+ z- 1+ z) avec ezgig =
a, gto i 1+ z
Distance angulaire
o ~2/3 o ~-2/3 . . .
as3 0 a3 0 1/3 1/3 a 1 1 9
d,glng =a(te)r=ae—HOte'o 3cae—H ;o6 (t0 -t ):Bctoaeae—- —3/28
(;2 2 (;2 = (}l+ z (1+ z)
a 1 0
Distance de vol :d =c(t, - t )= ct
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Mesure des diI st an

A Avect=2/(3H)( ©ge de | d6Univers), on peu
distance de Hubble,=c/H,° 5000Mpc

a 1 1 0 2L a 1 0 .
dIum =2LH(1+ zZ- A1+ z) ,dang=2LHaeaei——3/2g ,d = H% 3/28'
cltZ (1+2) "= 3 ¢ (1+2) "2
A On vérifie que lorsque- 0 (t,- t),on ad,,, ° ) ZLy,
A Le comportement quanﬂ aQ
“res . e 77—
d'ffere d|um eSt tOUjOUI’S I —— : Distance lumineuse 1
. , I . Distance angulaire ]
croissantegl, ., présente un ; ' Distance de vol | n

maximum erz=1.25et décroit , '’

ensuiteyd, ., croit toujours mais-
tend vers2L, /3.

A Explication: Poud,,, | 6& |
de | 6Uni verds, °7F
un objet apparait proche soit

1+

istanc

parce quoil e %0 > i e 8 0
aujourdoébhui, oo ¢ pa,EREY2 L0 W
®t ® proche dans | e pass® ~ cause
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Gravitationi Cosmologie

5. Univers relativiste en expansion

Univers froid avec constante cosmologique
Solutions completes

A Equation de Friedmann relativiste

A Equations do®t at

A Les paramétreg

A R®Rsoudre | 6®quation de

A Univers a constante cosmologique nulle, Univers
vide

A

A
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T> T T T

Equation de Friedmann relativiste

Coest | 0®quation quli r®gi t | 0expa
meétriqgue de Robertsewalker
On utilisel 6 ®g u at i orne ldideEntnsltaeeimasse (|

| oUni ver s ( dngpulssor?u TensEun reétrigue eTenseur de
courbure)

On aboutit aux systeme de deux éguations :

3t a 3P 5 2
- — =4pGgr + —06- Lc n
a c c =+
e a P& ]
att+ 24" + 2kc”® = a2é4pGaer - — 6+ LCZL\J
é ¢ O u

| est la densité de masse

P est la pressiort (densité volumiquel 6 ® n etr agui tee  f(o r me N
gravitatior);

k est la courburecf. RobertsorWalker);
[ est laconstante cosmologigge const ant & Edhddgiemdir®g r
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Equation de Friedmann relativiste

A On éliminea entre les deux équations (combinaison linéaire ou substitutior
A Il reste
3 3 8pGa2r 1, __
# + kc = +—alc
3 3
A CodsHt®quati on de FSidn@entfiekd kc?(alasslque), i
pour,=0,on retrouve | 0O®quation de Fr
A Mais il y a plus que juste la masse usuelle géns -
A Pour r®soudre | 6®quation Newtoni e
massej@®=cte) . Dans un Univers cour be,
A On d®rive | 6®quationaawe drli Gaumame
On aboutit ° (quelqgues calcul se)
3P ) d, ., 3a’d#P N
3#r +am+ —d&*=0 U —(a r)=— >
C dt C
ALd6introduction de | gadgrelessi on f ai
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Equati on de Fri1 edm.

ALa r®solution du syst me doéo®queat i
P=une ®quation do®t at

A Ce sera toujours quelque chose de la fornpe- v  ¢? =
oum est un coefficient numérique

A Exemple 1 gaz parfait classigue monoatomique

P kT 3 i PO 1v® KT
—=— aec —kT=—mw Y Vv =—— »
r m 2 2 3¢ mc

A Exemple 2 gaz parfaiultrarelativisteet/ou rayonnement

) 1
E:\/p202+mzc4°pc Y v = —
3

A Pour um fixé, on a ¢f. coefficient adiabatiqueé )

d , , 3a P 5 ) 5 : 5
—(ar):- =-3vadr Y 3adr+am=-3vadr
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Les parametresg

AOn r®®crit | 6®quation2:de Friedman

2 2
alLc

#2

kc’ 8pGa r 1
- 2 s 2 n
a# 3t 3
A Le terme central se réécrit

8pGa °r 8pGr r A " N
= = =W _ (parametre de densit¢ " matiere" )

=1

34’ 3H ° r.
A Du coup on définit pour les autres n
La’c’ Lc’ _ _
W = e — (parametre  de densité " constante cosmologiq ue" )
3& 3H
ke’
W, =-— (parametre  de densité " courbure" )
* \
A Et | 6®quation de Friedmann prend
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R®soudre | o®quati

A Si on veut r®soudre | 0O®quation de
8pGa ‘r 1
a#zz—kcz+p—+—a2ch =
3 3
A On doit décomposer lamatiére» en composantes ayant chacuneson
8pG |
# = - ket + -2 a rOia'(13 o[ C
7 . 3

ALa r®solution th®orique nodoest p ams
A On réécrit cela en fonction dgs«k0é (auj our doéhui)

i 8pGr " Lc’ " kc®
m,,0 2 ) L,O: 2; kO:- 2

34 34 &’

2 2 W

aH o a C3(1+v
e—0 = =—2+ 3 W a ) L w N
e (0] 2 .2 2 i,0 L,0
cHo= &, a i
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R®soudre | o®quati

A On normalise le temps

. v H 1 da 1 da
[ = t _— = — =ll—I—
i H, aH.,t adt =

0

A On peut donc r®®crire | 6®quation

izged_ag _ W, AWt w
a ¢df - a i
n
A Il existe des cas particuliers intéressants.
A Remarque : La constante cosmologique se comporte comme une
composante avee=-1e
N\
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Univers a constante cosmologique nulle

A Exemple : Univers plat«=0, g .=0) etmonocomposantg] ,=1).
Lo®quation de Friedmann devient

o ~2 .
adag :a-(1+3v) v d_a:a-(1+3v)/2
gdl‘— d¢
2 N
: 83(1+v ) &)  a3(1+v ) )
Y alt)z= =15 = H,to (avec a=0at=0)
¢ 2 * I < +
_
AL6O©ge de | 6Uni w@)rlsdosc6obti ent quan
a2 1
3(1+v )H,

A Pourm=0 (matiére «roide» = pression négligeable = Universl&
poussieré, domi n® par | a mati r e-dg , .o
Sitter avea(t) ~ t7/3

A Pourm=1/3 (matiére «elativiste» = Univers dominé par le rayonnement),
on trouvea(t)” t? (Ere radiative);
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Univers a constante cosmologique nulle

A Touscesnod | es ont tendance & parder e a
guoi |l s pr®v ol ent tous une expansi
3 & 3P§ , -
- —=4pGaer + —06 Y #<0 Y a décroit
a c c =+

A Or les faits observationnels contredisent ces résultats. Déja
2 1 1

t, = < ° 13,6 millards d' années, pour H = 70 km s ".kpc
31+v )H, H,
n
A Or |l es plus vieux amas gl obul air e
A De plus,PermutterRiess& Schmidt (Prix Nobel 2011) ont montogie
| 0expansion de | 6Univers est en a
Y Il faut une constante cosmologique non nulle ! \
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Univers vide
A Ou si on pr®f re, Univers dop=miOh®

2
1 . . adaso
# =-kc'+—a'Lc U W, +W =1 U z—p =W, _,a +1-W__ -
3 cd?t =+ ’ ’

A On a nécessairemek0 (sinon pas dBig Bang). On résout en passant par

= e 3k L 0
=a,-— Y a(t)= |————sinh (JWL 01‘): - — sinh 88 —c t 0
3k 1- W, | L 9

A Cas particulier £=0 (0 .=1) :
(Univers en expansion de de Sitter)af(t) = e

VL /3t
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Univers froid avec constante cosmologique

A Sans pression, une composanteave¢( = auj our dohui
gled—ag:Wk0+W”"°+WL0a2:W”’"’+WL0a2+1-Wmo-WLO -
cdt = | a | a | | |

A Pas de solution analytique simple

A Univers primordial §£ o : Le termeq , J/adomineY a” t?3(Einsteinde

Sitter)
AEnsuite, -a d®pendé dufap(afipoPoure mg
a- 0, f(a)>0.

A Ssil e xuhesraleerammrqlﬂ' annulegfi(a), al ors | 0expa

pas se poursuivre alela dea | Y recontractiorensuite

A Sif(a)>0Opourtouta>0,al or s | 6expansion se po

\
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Univers froid avec constante cosmologique

A Siq, (<0 (s<0), la
fonctionf(a) est
toujours
décroissante, et
valeura, >0 existe a
toujours

ALbexpa
doabor
puil s s

A<O

< QO O
(da/d’r)z

o QS
5 = =

Y Incompatible
avec une expansion
acceélérée ! &
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Univers froid avec constante cosmologique

A Siq, >0 (s>0), la A>0
fonctionf(a) est
doabord d
puis croissante
ensuite. Pour %
O m,otOs,0Pas trop
grand,a.>0 existe
toujours

A LOexpa
doabor
pui s s

(da/dT)

o

O O S

|
:
| N

Y Incompatible . \
avec une expansion
accélérée !
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Univers froid avec constante cosmologique

A Pourq s+ o plus A>0
grand,a,>0n 0 e X
plus.

ALdbexpansi
doabord r
puis accélere

A Pouragrand,q -
domine et on se
rapproche du model
douUni vers
expansion
exonentielld X
Y Potentiellement
compatible avec
| observation !

(da/d’r)2
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Univers froid avec constante cosmologique

A Pourq st 0 0< 1,

| Oexpansi o e
. = 14 .
Indéfinie Fog sy LBK .
. ~._ Expansion puis recontraction
A Pourq . ¢+0.,> 1
m,0" "s,0 . 0,8 7 ¥
| Oexpansi o
rester ind 061 0EH d,;,\_
Xpansion indefinie
A Sur la courbe rouge, B -
il existe une solution 0,41 ¥
stationnaire ((nivers : RRO, . e
i Expansion indéfire \
statique, d 0,2
caractérisée par - 7
0 T T T T T T T T T Y '__—-..-I
Le k 0 02 04 06 08 1 1,2 N
r o= ya = 4 [— a
4pG L m
: _ —f(am)=0 Qm+QA=1
A Mais cette solution
est 1 nstabl eé
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Soluti ons compl

Dans | e cas g®n®r al |, | oUni vers <co
de Friedmann se réecrit dasasgenéralité

2
édaﬁ e 10 -1-3v 2
agdl‘ 0 _Wk,o+a Wm,i,oa +WL,Oa

¢ - i

En dehors de la matiere froide<0), il faut au moins rajouter le
rayonnement=1/ 3 ) é

2

édaé Wm,O Wr,O . -1- 3v . 2
e 0 _Wk,0+ + >t a Wm,i,Oa +WL,oa N
cdt + a a i

Univers primordial §£ o) : Le termeq, /2’ domineY a” t'?(Ere
radiative.
Ensuite, la matiere domin&ie stellair.
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Gravitationi Cosmologie

6. Modeles cosmologiques et observations

Lien modeleé Observations ?

Distanceredshitet mod | e doéUni v am
Contrainte avec leSupernovaele typela

Le fond diffus cosmologique

Anisotropies du fond diffus, courbure

Noti on doinfl ati on N

To oo T I o Do
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o

o Do Do D>

Lien modele- Observation ?

Comparer | es mod | es dbéexpansi on
®vi dent é

On a déja les contraintes provenant du fond diffus cosmologique, et les™

contraintes sur | 0©ge de | 6Uni ver
plus vieilles étoiles !

Les qontraintes | es plus pr ®ci ses
| 6 Un ¥ \Calibrar |la relatiomedshift? distance

Pour les objets les plus proches; H,d Y Mesure deH, =
Coest | 6ordre 1. Si on veut aller

notion de distance.

On calibre en fait une relatiogrdshift? magnitude, ce qui revient a
calibrerredshift* distance lumineusa .. En effet, on mesure un flux X
recu

L ' F (z)
F(z)= Y m = -2.5log

4pd|5m (Z) I:ref
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Distanceredshifte t mod | e ¢

A En métrigue de Robertsafa | ker , | e trajet doéun
cdt dr

a(t) By © "

A On re- 0| t tyauo g)hotmnrerdlsotgrquu parcours le trajet radial
jusquo- 4 cdt dx

S = 1 (1)

o) " e
A Le membre de droité(()) se calcule en changeant de variable. On trouve,

arcsin (r \//7) arg sinh (r \/7)

f(r)= N sik >0, f(r)= ",

A Il faut ensuite relier le membre de gaucheetshift On va changer de
variablet- z On a (esdhiftcosmologique)

sik <0, f(r)=r sik=0

2, 1 | | ¢
1+ z= = car a, =1 (aujourd’  hui)
a(t) aft)
. dz at , da , i
Y =-—=-(1+2z)— Y Il faut un modele d'Univers pour a(t)
dt a dt
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Distanceredshifte t mod | e ¢

A On se place dans | e mod |l e doUni v
édaaz Wm,O 2 Wm,O 2
&a—0o =W, + +W, a = +W a +1-W__- W _  avec dr = H dt B
cdt = | a | a | | |
, 1 édaﬁz WLO
Y &6 =W,  +W_ (1+2)+ -
H, ¢cdt= (1+ z)
A On en tiredz/dt : -
1 dz W
——=-(1+ 2)2 Wk0+Wm0(1+ z) + L’°2
H, dt | | (1+ z)
=-(1+ z)\/wk’0(1+ 2 +w, 1+ z2) +w, \
dz 1
soit dt=- ————g(z) avec g(z)-=
H,(1+ 2z) \/Wk’0(1+ 2) v w1+ z2) W,
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A On peut maintenant faire |e
0
tocdt c dz c zZ
f(r)=f = - — i+ 2)——09(z) = —pg(z)dz
-at) A (1+ z) H,
A Cette relation sdinverse, et
ac oz 0
r=f %H—r”ag(z)dzg
¢ o +
,ac z 0
ord, =(@+z)ayr=(@21+z)r=(1+2)f %—ﬁg(z)dzg
H
¢ o +

z

A On peut expliciter un peu plus. Si on appelle(z) = fjo (z)dz
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