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2. Univers Newtonien

3. Univers et Relativité Restreinte
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Gravitation ïCosmologie

1. Cosmologie : Observation de lôUnivers
Å Introduction : La cosmologie

Å La structuration de lôUnivers

Å Lôexpansion de lôUnivers

Å Le paradoxe dôOlbers

Å Le modèle standard de Big Bang
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La cosmologie

ÅCosmologie = Science de lôunivers pris dans son ensemble, 
et à très grande échelle

ÅA cette échelle, la gravitation domine les interactions et 
gouverne lô®volution globale.

ÅAspect observationnel : structuration de lôUnivers, 
expansion de lôUnivers, fond cosmologique et irr®gularit®s 
(Planck)

ÅAspect  théorique : Big Bang, inflation, nucléosynthèse 
primordiale, formation des galaxies, matière noire, énergie 
noire
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Structuration de lôUnivers
Å Unités pratiques :

ï 1 Unité Astronomique (AU) = 1.496³1011 m

ï 1 Année-Lumière (AL)= 9.46³1015 m ; 1 Parsec(pc) = 3.085³1016 m º3.25 AL

Å Echelle du Système solaire

ï Terre-Lune = 3.84³108 m; Diamètre solaire = 1.492³109 m 

ï Terre-Soleil = 1 AU ; Système Solaire º50 AU

Å Echelle des étoiles de la galaxie

ï Etoile la plus proche : Proxima Centauri4.3 AL

ï Diamètre de la galaxie º30 kpc

Å Echelles des galaxies et de lôUnivers

ï Paires= deux galaxies en interaction proche. 

Taille typique : 0. 1 Mpc Exemple : Nuages de Magellan / Galaxie  

ï Groupes =  quelques dizaines de galaxies liées gravitationnellement. 

Taille typique : 1 ï2 Mpc. Exemple : Le groupe local

ï Amas= quelques milliers de galaxies.  Amas réguliers et irréguliers. 

Taille typique : 10 Mpc. Exemple : Virgo, Coma

ï Superamas= associations de groupes et dôamas. 

Taille typique Ả ρππ Mpc.      Exemple : Le Superamas local

ɀ Univers observable º3000 MpcÝ ISOTROPIE ! 



Le voisinage solaire

janvier 2016 Licence 3 physique - Gravitation



Le voisinage solaire (2)
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Le voisinage solaire (3)

janvier 2016 Licence 3 physique - Gravitation



La Galaxie
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Les galaxies liées à la nôtre
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Le groupe local
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Les groupes de galaxies proches 
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Les groupes de galaxies proches (2)
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Le superamas local
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Les superamas voisins
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Expansion de lôUnivers
Å Fait observationnel : Les galaxies sô®loignent toutes les unes des autres 

(décalage Doppler)

Å Vitesse v ́ d Ý v = H³d   (Loi de Hubble; 1920)

Å Plus précisément, si Rest une distance caract®ristique dans lôUnivers

Å Décalage spectral z: une raie spectrale de longueur dôonde th®orique l
est observ®e ¨ la longueur dôonde l0

Å Valeurs typiques : galaxie «proche» : z º0.1 ; 

galaxie «éloignée» : z > 0.5 ; quasar : z < 5-10 ; 

Fond diffus cosmologique : z = 1500

Å 1/H0 = temps de Hubble º13.1³109 années

= limite sup®rieure de lô©ge de lôUnivers, si lôexpansion a ®t®

freinée par la gravitation

Å Age du système solaire º4.65³109 années < 1/H0
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Le paradoxe dôOlbers
Å Fait observationnel : La nuit, le ciel esté noir ! Paradoxal ?

Å Supposons lôUnivers infini et uniform®ment rempli dô®toiles de 

luminosité L. Le flux re­u sur Terre sô®crit

Å Oui, mais les étoiles se cachent les unes les autres. Considérons un 

cylindre droit de surface Set de longueur l, et que chaque étoile cache 

une surface a. On «bouche» Savec S/a®toiles, côest-à-dire avec une 

longueur l telle quôil y ait exactement ce nombre dô®toiles dans le 

cylindre

Å Numériquement, en prenant des paramètres solaires  : l º1023 AL

Å En fait, la durée de vie des étoiles est limitée (10ð20 ³109 ans). Donc 

on ne peut pas voir au-delà de ~1010 AL Ý Le ciel est 1010/1023 = 10-13

fois moins brillant que la surface solaire. Cela correspond à peu près à 

lôobservation.
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Le modèle standard de Big Bang
Å Côest le mod¯le de base de la cosmologie qui explique beaucoup de 

choses.

Å LôUnivers est parti dôune çsingularitéè il y a ~15 milliard dôann®es, o½ 

la température T et la densité ɟétaient «infinies».

Å A partir de là, on a de manière régulière

Å Et si Rdésigne une dimension caractéristique, on a aussi

Å LôUnivers est en expansion. Lôespace et le temps se dilatent avec lui. 

La variation dans le temps de cette expansion décrit le modèle
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Gravitation ïCosmologie

2. Univers Newtonien
Å Introduction

Å Equation de Friedmann

Å Paramètres cosmologiques

Å Solutions de lô®quation de Friedmann

Å Univers plat, ouvert, fermé, stationnaire
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Univers Newtonien
Å Côest un mod¯le dôexpansion o½ le temps et lôespace sont fixes et o½ la 

gravité est décrite par la loi de Newton.

Å Côest une approximation pas trop mauvaiseé

Å Côest un mod¯le ¨ sym®trie sph®rique o½ la seule variable importante 

est le rayon r(t).

Å a(t)est le facteur dô®chelle, et les grandeurs ç0 » correspondent aux 

quantités «aujourdôhui» (à t0)

Å La masse se conserve au cours de lôexpansion Ý la densité moyenne 

diminue
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Equation de Friedmann
Å Côest lô®quation diff®rentielle qui r®git lô®volution de lôUnivers Newtonien

Å Considérons une particule en mouvement radial la distance r dans lôUnivers 

à symétrie sphérique; M(r)est la masse ¨ lôint®rieur de la sph¯re de rayon r

Å On multiplie par da/dtet on int¯gre Ὴ

Å Côest ®quivalent ¨ une conservation de lô®nergie m®canique

0
3

4

3

4

3

4)(

2

03

000

3

22

=+Ý-=

³-=-=

-

a

G
aaar

G
ra

r
r

G

r

rGM
r

rp
r

p

r
p

####

##

kmrEEE

raa
Gm

ra
ar

Gm

r

rGmM
ErammvE

CP

PC

2

0

2

0

23

0

3

0

3

0

2

0

2

2

12

2

1

3

4

3

4)(

=+=

-=-=-===
-

r
p

r
p

#

23

4

3

4

d

d
0

3

4

02

2

1

02

2

1

2

0

k
cst

a

G
a

a

G
a

t
a

a

G
aa

-==-Ý

ö
÷

õ
æ
ç

å
-==+

rp

rprp

#

#####

k
a

G
a -=-

3

8
02 rp

#



janvier 2016 Licence 3 physique - Gravitation

Equation de Friedmann (2)
Åkest proportionnel ¨ lô®nergie du syst¯me (facteur n®gatif)

1. k>0 (énergie négative). Univers fermé = Univers de Friedman sphérique

2. k<0 (énergie positive). Univers ouvert = Univers de Friedman hyperbolique

3. k=0(®nergie nulle). Univers plat = Univers dôEinstein ïde Sitter

ÅMoyennant un choix correct dôunit®s, on peut se ramener ¨ 

k=0,+1 ou -1

ÅCes solutions sont int®ressantes car tr¯s analogues ¨ ce quôon 

trouve avec la Relativit® (lôUnivers est tr¯s plat!)

ÅAnalogies

Å Newton : k = constante (énergie)   ª Einstein : k =courbure de lôEspace-

temps

Å Newton : ɟ= densité de matière    ª Einstein : ɟ= densit® dôénergie totale
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Paramètres cosmologiques
Å Ce sont des grandeurs caract®ristiques accessibles ¨ lôobservation

Å La «constante» de Hubble H (qui dépend en fait du temps) :

Å Le facteur de décélération q :

Côest une quantit® sans dimension qui vaut 0 si da/dt = cst.

Å La densité critique ɟc : 

Celle qui correspond à k=0dans lô®quation de Friedmann

Å Le facteur de densité ɋ: 

Si ɋ=1,    ɟ=ɟc,    k=0.    LôUnivers est plat.

Si ɋ<1,    ɟ<ɟc,    k<0.    LôUnivers est ouvert.

Si ɋ>1,    ɟ>ɟc,    k>0. LôUnivers est fermé.
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Solutions de lôéquation de Friedmann
Å On r®®crit dôabord lô®quation en fonction des param¯tres cosmologiques.

Å Ceci reste vrai ¨ lô®poque ç0 » (actuelle, a=1) :

Å Donc lô®quation g®n®rale se r®crit 

Å Remarques : 

Å Univers plat : k=0Ý q=1/2

Å Univers ouvert : k<0 Ý q<1/2

Å Univers fermé : k>0Ý q>1/2
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Solution pour Univers plat

Å Solution :

Å On fixe lôorigine des temps (t=0) quand a=0, donc la constante est nulle

Å Lô®poque actuelle ç0 » correspond à a=1, donc 

Côest lôçâgeè de lôUnivers

Å En calculant, on trouve bien q(t)=1/2 pour tout t.

Å Application numérique : H0=75 km.s-1.Mpc-1Ý t0=8.7 milliards dôann®es

Entre 6.5 et 13 milliards dôann®es pour H0 variant de 50 à 100km.s-1.Mpc-1
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Solution pour Univers fermé

Å Pour intégrer on change de variable. On a nécessairement 

Å On pose donc x=a/am. xvarie entre 0 et 1. Lô®quation devient

Å On change encore de variable en posant x=(1-cosq)/2. qvarie entre 0 etp
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Solution pour Univers fermé (2)

Å Lô®poque actuelle correspond ¨ a=1. Donc

Å Ona alors lô©ge de lôUnivers :

Å Application numérique avec H0=75 km.s-1.Mpc-1 et q0=1

On trouve t0=7.44 milliards dôann®es

Å LôUnivers est plus jeune que dans le cas plat (lôexpansion a ralenti)

Å On retrouve la valeur de lôUnivers plat pour q0­1/2

Å Lôexpansion se poursuit jusquô¨ a=am (q=p), soit 

et se recontracteapr¯s jusquô¨ 2tm.

Å Numériquement tm=41 millardsdôann®es, tend vers +¤pour q0­1/2
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Solution pour Univers ouvert

Å Pour intégrer on change de variable.

Å On change encore de variable en posant x=(coshy-1)/2.
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Solution pour Univers ouvert (2)

Å Lô®poque actuelle correspond ¨ a=1. Donc

Å Ona alors lô©ge de lôUnivers :

Å da/dtest toujours positif : lôexpansion se poursuit ind®finiment

Å Remarque : quand q0­0, t0­1/H0 (temps de Hubble = limite supérieure)

Å On retrouve aussi la valeur de lôUnivers plat pour q0­1/2

Å On a pour toute valeur de q0<1/2
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Allure des solutions

Å Avec les paramètres actuels, on trouve ɟcº1.9³10-26 kg.m-3. 

Å Or la densit® de mati¯re (visible) dans lôUnivers serait de lôordre de 

ɟ0º10-28--10-27 kg.m-3 < ɟc

Å On serait donc dans la situation dôUnivers ouvert avec expansion infinie.

Å Du moins si on ne consid¯re que la mati¯reé 
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Univers stationnaire
Å Bondi, Gold & Hoyle (1948) : Mod¯le dôUnivers en expansion, mais en ®tat 

stationnaire grâce à une création permanente de matière Ý la densité de 

lôUnivers reste constante. 

Å On suppose la constante de Hubble universelle. LôUnivers sô®tend de 

dr = Hr³dt en un temps dt. Pour garder la densité ɟconstante, il faut créer 

une masse dM

Å Numériquement avec H=H0, ɟ=ɟ0, Ŭº10-10 proton/m3/an º1 galaxie/an. 

Indétectable !

Å Mais ce mod¯le nôexplique pas le rayonnement cosmologique Ý abandon.

Å Age de lôUnivers : 

Å Univers éternel !
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Gravitation ïCosmologie

3. Univers et Relativité restreinte
Å Postulats. Notion de métrique

Å Relativité restreinte : Transformation de Lorentz

Å Applications : Composition des vitesses, paradoxe 

des jumeaux, décalage Doppler



janvier 2016 Licence 3 physique - Gravitation

Postulats de la Relativité restreinte 

Notion de métrique
Å Le temps et lôespace sont indissociables Ý Espace-temps à 4 dimensions

Å La vitesse de la lumière c est finie et identique dans tous les référentiels.

Å Toute information ne peut pas voyager plus vite que la lumière Ý Certaines 

parties de lôEspace-temps ne sont pas couplées entre elles (cône de lumière)

Å Conséquence : la simultanéitéde deux ®v®nements nôest pas ais®e ¨ d®finir.

Å Les coordonn®es dôun ®v®nement dans lôEspace-Temps sont représentées 

par le quadrivecteurM = (x,y,z,ct)=(r,ct)

Å Lôintervalle entre deux évenementsvoisins est dM = (dx,dy,dz,cdt)=(dr,cdt)

Å En géométrie plane, la «distanceè entre les deux ®v®nements sô®crit 

Å Côest le tenseur métrique de Minkowski. La forme dépend de la courbure de 

lôEspace-Temps. ds2 est invariable par changement de référentiel.

Å ds2>0 = Intervalle du genre «temps»; ds2<0 = Intervalle du genre 

« espace»; ds2=0 = Intervalle du genre «lumière» (événements qui se 

voient) 
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Transformations de Galilée et de Lorentz
Å On considère un référentiel R fixe et un autre Rõen mouvement uniforme à 

vitesse v dans la direction Ox. 

Å Un même événement sera repéré par le quadrivecteur (x,y,z,ct) dans R et par 

(x¡,y¡,z¡,ct¡) dans Rõ.

Å En mécanique classique on a la transformation de Galilée (temps universel)

Å Problème : Ceci ne laisse pas le ds2 invariant (ni les équations de Maxwell)

Å On cherche une transformation linéaire

qui préserve le ds2 (y et z restent inchangés) 

Å Ceci impose les équations

Å Solution : Il existe un réel ctel que
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Transformation de Lorentz (2)
Å Signification de c: Lôorigine de Rõest en x¡=0. Or

Å Donc

Å Côest la transformation de Lorentz. Elle se ramène à la transformation de 

Galilée pour vḺÃ.

Å Conséquence : les longueurs et le temps ne sont plus universels !

Å Dans un référentiel en mouvement, les longueurs se contractent et le temps 

sô®coule plus lentement.
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Application 1 : Composition des vitesses 
Å On considère un référentiel Rõen mouvement à la vitesse v1 dans la 

direction Oxpar rapport àR , et un autre Rõõen mouvement à vitesse v2 par 

rapport à Rõ. On a nécessairement

Å On cherche à exprimer (x±,t±) directement en fonction de (x,t). 

Å Classiquement on aurait w=v1+v2. Ici on peut vérifier que w=c dès que v1=c

ou v2=cÝ La vitesse de la lumière est indépendante du référentiel !

Å Aspect mathématique : Les transformations de Lorentz forment un groupe 

pour la composition avec comme formule de composition

.
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Application 2 : Le paradoxe des jumeaux 
Å Deux jumeaux, lôun (1) reste sur Terre; lôautre (2) effectue un voyage 

interstellaire aller-retour à vitesse v, et est ¨ lôarriv®e plus jeune que le 

premier.

1. Calcul dans le référentiel du jumeau 1 resté sur Terre. Temps passé pour le 

jumeau 1 : t1

ïPhase 1 : voyage aller du jumeau 2; temps pour le jumeau 1 : t1/2

Pour le jumeau 2

ïPhase 2 : Voyage retour du jumeau 2 = situation symétrique. Au bout du 

voyage, le temps passé pour le jumeau 2 vaut

Il est effectivement plus jeune !

Å Oui, mais si on se place du point de vue du jumeau 2 (dans son référentiel), 

côest son fr¯re qui sôest ®loign® de lui ¨ vitesse -v et est revenu ensuite. 

Côest lui qui devrait donc °tre plus jeune.Paraxode?
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Application 2 : Le paradoxe des jumeaux 
Å Le paradoxe nôest quôapparenté

2. Calcul dans le référentiel initial Rõdu jumeau 2, se déplaçant à vitesse v

par rapport au jumeau 1. On appelle t3 le temps dans Rõoù les deux 

jumeaux se retrouvent

ïPendant tout le voyage, le jumeau 1 se déplace à vitesse v par rapport à 
Rõ. Le temps écoulé dans son référentiel vaut

ïPhase 1 : voyage aller du jumeau 2, qui reste immobile par rapport à Rõ

Temps pour le jumeau 2 : t±

ïPhase 2 : Voyage retour du jumeau 2. Il se déplace par rapport à Rõà une 

vitesse vôjusquô¨ rejoindre son fr¯re. Temps pour le jumeau 2

ïLes jumeaux se rejoignent lorsque
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Application 2 : Le paradoxe des jumeaux 
Mais, par composition des vitesses :

On remplace

En définitive

Côest-à-dire la même chose que compté dans le référentiel du jumeau 1 !

Explication : Le r®f®rentiel li® au jumeau 2 nôest pas toujours inertiel (il fait 

demi-tour !). La situation nôest pas sym®trique.

Application numérique : voyage aller-retour à v=0.2cvers Proxima Centauri

(4.3 AL). Le jumeau 1 vieillit de 43 ans, le jumeau 2 de 42.13 ans (-10.4 mois)

22
/1

2
'

cv

v
v

+
=

2

2

12
1

c

v
tt -=¡¡

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
-=

ö

ö

÷

õ

æ
æ

ç

å

-
¡

+
¡

-
=¡¡Ý

ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
-=-

¡
ö
ö

÷

õ

æ
æ

ç

å
-=

¡

-¡
Ý

2

2

32

2

2

2

32

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1
'

1
4

1
,1

2

1

c

v
t

c

v

v

v

v

vv
tt

c

v

c

v

v

v

c

v

v

vv



janvier 2016 Licence 3 physique - Gravitation

Application 3 : Décalage Doppler 
Å On consid¯re une source lumineuse (®toileé) sô®loignant ¨ la vitesse v par 

rapport ¨ lôobservateur.

Å On raisonne dans le référentiel Rõde lô®toile. Un front dôonde arrive ¨ 

lôobservateur ¨ t=0. Le front dôonde suivant est ¨ une longueur dôonde l¡en 

arri¯re. Il rejoindra lôobservateur ¨ tô:

Å Dans le référentiel R de lôobservateur, le temps correspondant vaut

Å La longueur dôonde vue depuis lôobservateur vaut 

Å Et le décalage spectral (redshift) z
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Application 3 : Décalage Doppler 
Å Une autre fa­on de le voiré

Å On raisonne toujours dans le référentiel Rõde lô®toile. Lôonde lumineuse 

émise est de la forme

Å Lôobservateur se d®place ¨ la vitesse v par rapport ¨ lô®toile. Dans son 

repère, on aura par transformation de Lorentz

Å La phase de lôonde est ind®pendante du r®f®rentiel

Å Ceci correspond ¨ une onde de vecteur dôonde k avec
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Gravitation ïCosmologie

4. Gravitation et Relativité Générale
Å Métrique et gravitation

Å Métrique de Schwarzschild, décalage 

gravitationnel

Å Métrique de Robertson-Walker, décalage 

cosmologique

Å Les trois redshifts

Å Mesure des distances dans un Univers courbe
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Métrique et gravitation 
Å En pr®sence de gravitation, la m®trique de lôEspace-temps (le ds2) est 

modifiée. On écrit dans le cas général

Å Le lien entre les gab (le Tenseur Métrique) et les sources de gravitation 

(= toute forme dô®nergie = Tenseur Energie-Impulsion) se fait via

lôEquation dôEinstein (®quivalent relativiste de lô®quation de Poisson)

Å Exemple : Dans un potentiel gravitationnel faible U, on montre quôau 

premier ordre, la métrique est modifiée en

Å En mécanique classique, les mouvements se font en suivant le principe de 

moindre action. Le mouvement minimise lôaction

Å En relativité générale, les mouvements se font en minimisant la distance 

dans lôEspace-temps

Å Les mouvements se font en suivant les géodésiques de lôEspace-temps
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Exemple : Métrique de Schwarzschildet 

redshiftgravitationnel 
Å Dans le champ de gravitation créé par une masse ponctuelle M, on montre 

que la m®trique sô®crit en coordonn®es sph®riques

Å On introduit Rs=2GM/c2 (Rayon de Schwarzschild). La m®trique sô®crit

Å On considère un photon émis en r1 et reçu en r2, avec Rs<r 1<r 2. Le trajet est 

radial (dq=df=0). Le trajet du photon vérifie ds2=0. On considère deux 

signaux successifs (p®riode de lôonde) ®mis ¨ intervalle Dt1 et reçus à 

intervalle Dt2. On a

Å Le temps propre dans le référentiel du photon vérifie
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Exemple : Métrique de Schwarzschildet 

redshiftgravitationnel 
Å On en déduit

Å Si Dt1=cl1est la p®riode de lôonde on en d®duit

Å En particulier si r2­¤(réception sur Terre), on a 

Å Interprétation : La différence hn1-hn2>0 correspond à la différence 

dô®nergie gravitationnelle D(GMm/r) gagnée par le photon pour remonter 

depuis r1, à condition de donner une «masse» au photon de m=hn/c2.

Å Lorsque r1­Rs, z­¤, Dt2­¤même si Dt1 est fini. Une chute libre sur 

lôhorizon du trou noir durera un temps infini depuis un observateur 

extérieur.
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Courbure de lôEspace-Temps

Métrique de Robertson-Walker 

Å LôEspace-Temps est courbeé ?

Å Dans un plan euclidien on ®crit lô®l®ment de longueur

Å On se place maintenant sur une sphère de rayon a. 

Un point est repéré par ses coordonnées sphériques (q,f). 
Lô®l®ment de longueur sô®crit

Å Ca ressembleé Sur une surface de type hyperboloµde, on trouverait

Å On introduit la courbure k=±1/a2. Les trois formules se réunissent en une 

seule  avec k=0 pour un plan, k>0 pour une

« sphère» et k<0 pour un  «hyperboloïde».
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Courbure de lôEspace-Temps

Métrique de Robertson-Walker 

Å Ceci se g®n®ralise en dimension 3. Il existe 3 types dôespaces homog¯nes et 

isotropes. Lôun est lôespace euclidien, les autres sont des analogues de la 

sph¯re et de lôhyperboloµde. En coordonn®es sph®riques (r,q,f), on a

Å On calcule la distance entre lôorigine et un point de coordonn®es (R,q,f)

Å Oui, mais lôUnivers est en expansion. On a

Å On aboutit à la métrique de Robertson-Walker pour Univers homogène, 

isotrope en expansion
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Application : Décalage spectral 

cosmologique 

Å On considère un photon se déplacement radialement (dq=df=0) du point 

dô®mission r= re à t=te, et reçu à r=r 0 et t=t0. Le déplacement se fait à ds2=0

(photon). On a donc

Å On intègre

Å On consid¯re lô®mission une p®riode de lôonde plus tard. On a

Å La p®riode de lôonde dt=dt(temps propre) est très petite: 
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Décalage spectral cosmologique 
Å La p®riode de lôonde v®rifie dt=l/c=2p/kc. On a donc

Å On a a0>ae, donc z>0. La longueur dôonde re­ue est supérieure à celle 

dô®mission (redshift). Côest une cons®quence de lôexpansion de lôUnivers.

Å Un événement observé à un redshiftzsôest d®roul® dans un Univers 1/(1+z) 

fois plus contracté.

Å Redshift cosmologique ̧redshiftDoppler (les galaxies sont «immobiles») 

Å Pourtant, si z est faible, ça se confond avec un redshiftDoppleré.

Å Application numérique. On prend un Univers dôEinstein-De Sitter avec 

a(t)́ t2/3, côest-à-dire 1+z=(t0/te)
2/3. On prend t0=10³109 ans (âge de 

lôUnivers). 

Å Pour z=5 (Quasar), on trouve te=0.68milliards dôann®es

Å Pour z=1500(Corps noir cosmologique), on trouve te=200000 ans
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Résumé : Les trois redshifts

Å Redshift Doppler : 

Å Redshift gravitationnel :

Å Redshift cosmologique :
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Mesure des distances dans lôUnivers 
Å Dans un Univers courbe en expansion, ce nôest pas intuitifé Il y a 

plusieurs définitions. On se place dans la métrique de Robertson-Walker

1. Distance lumineuse : Côest la distance quôon obtient en comparant 

lô®nergie lumineuse L émise par un objet lointain et le flux F(r0) reçu par 

lôobservateur ¨ la distance r=r 0-re : 

Å dlum a̧0(r0-re)=a0r ¨ cause de lôexpansion et du redshift. Le flux reçu est 

diminu® dôun facteur (1+z)2. Un facteur (1+z) dû à la diminution de 

lô®nergie des photons (redshiftcosmologique), et lôautre d¾ ¨ la dilatation de 

lôintervalle de temps de r®ception

2. Distance angulaire : On voit une galaxie lointaine sous un angle dq. La 

taille physique D de la galaxie vérifie alors D=dangdq. Le problème est 

d®termin® ¨ la date dô®mission des photons de la galaxie te (re). On a donc

3. Distance de vol : Côest la distance parcourue par les photons 
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Mesure des distances dans lôUnivers 
Å Calculs explicites dans le cas dôun Univers dôEinstein-De Sitter (k=0)
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Mesure des distances dans lôUnivers 
Å Avec t0=2/(3H0) (©ge de lôUnivers), on peut exprimer cela en fonction de la 

distance de Hubble LH=c/H0 º5000 Mpc

Å On vérifie que lorsque z­0 (t0­te), on a dlumºdangºdvolºzLH .

Å Le comportement quand z­¤
diffère. dlum est toujours 

croissante; dangprésente un 

maximum en z=1.25et décroît 

ensuite; dvol croît toujours mais 

tend vers 2LH/3.

Å Explication : Pour dvol, lô©ge

de lóUnivers est fini; pour dang,

un objet apparaît proche soit

parce quôil est proche 

aujourdôhui, soit parce quôil a 

®t® proche dans le pass® ¨ cause de la petite taille de lôUnivers.
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Gravitation ïCosmologie

5. Univers relativiste en expansion
Å Equation de Friedmann relativiste

Å Equations dô®tat

Å Les paramètres ɋ

Å R®soudre lô®quation de Friedmann ?

Å Univers à constante cosmologique nulle, Univers 

vide

Å Univers froid avec constante cosmologique

Å Solutions complètes



janvier 2016 Licence 3 physique - Gravitation

Equation de Friedmann relativiste 
Å Côest lô®quation qui r®git lôexpansion de lôUnivers homog¯ne isotrope en 

métrique de Robertson-Walker

Å On utilise lô®quation dôEinstein reliant la masse (lô®nergie) ¨ la g®om®trie de 

lôUnivers (Tenseur Energie-Impulsion ª Tenseur métrique / Tenseur de 

courbure)

Å On aboutit aux système de deux équations :

Å ɟest la densité de masse

Å P est la pression (¹densité volumique dô®nergie; (toute forme dô®nergie ­

gravitation); 

Å kest la courbure (cf. Robertson-Walker);

Å Lest la constante cosmologique= constante dôint®gration Ý Energie noire
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Equation de Friedmann relativiste 
Å On élimine ä entre les deux équations (combinaison linéaire ou substitution)

Å Il reste

Å Côest lô®quation de Friedmann relativiste. Si on identifie k ¹kc2 (classique), 

pour L=0, on retrouve lô®quation de Friedmann Newtonienne ! 

Å Mais il y a plus que juste la masse usuelle dans ɟé

Å Pour r®soudre lô®quation Newtonienne, on avait utilis® la conservation de la 

masse (ɟa3=cte). Dans un Univers courbe, côest plus compliqu®é

Å On d®rive lô®quation de Friedmann, et on ®limine ä avec lôautre ®quation. 

On aboutit ¨ (quelques calculsé)

Å Lôintroduction de la pression fait quôon nôa plus ɟa3=cte!

22

2

22

3

1

3

8
ca

Ga
ca L+=+

rp
k#

( )
2

2

3

2

3

d

d
0

3
3

c

Paa
a

t
a

c

P
aa

#
### -=Ú=++ rrr



janvier 2016 Licence 3 physique - Gravitation

Equation de Friedmann et ®quation dô®tat 
Å La r®solution du syst¯me dô®quations passe par un mod¯le de lien entre ɟet 

P = une ®quation dô®tat

Å Ce sera toujours quelque chose de la forme

où ɱ est un coefficient numérique 

Å Exemple 1 : gaz parfait classique monoatomique

Å Exemple 2 : gaz parfait ultrarelativisteet/ou rayonnement

Å Pour un ɱ  fixé, on a  (cf. coefficient adiabatique ɔé)
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Les paramètres ɋ
Å On r®®crit lô®quation de Friedmann en divisant par å2 :

Å Le terme central se réécrit

Å Du coup on définit pour les autres

Å Et lô®quation de Friedmann prend la forme tr¯s simple
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R®soudre lô®quation de Friedmann ? 
Å Si on veut r®soudre lô®quation de Friedmanné

Å On doit décomposer la «matière» en composantes ayant chacune son ◗:

Å La r®solution th®orique nôest pas simple dans le cas g®n®ralé

Å On réécrit cela en fonction des ɋ« 0è (aujourdôhui) 
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R®soudre lô®quation de Friedmann ? 
Å On normalise le temps

Å On peut donc r®®crire lô®quation de Friedmann :

Å Il existe des cas particuliers intéressants.

Å Remarque : La constante cosmologique se comporte comme une 

composante avec ɱ=-1é
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Univers à constante cosmologique nulle 
Å Exemple : Univers plat (k=0, ɋə=0) et monocomposante(ɋm=1). 

Lô®quation de Friedmann devient

Å Lô©ge de lôUnivers sôobtient quand a(t0)=1, donc

Å Pour ɱ =0 (matière «froide» = pression négligeable = Univers «de 

poussièreè, domin® par la mati¯re ), on retrouve lôUnivers dôEinstein-de 

Sitter avec a(t)́ t2/3;

Å Pour ɱ =1/3 (matière «relativiste» = Univers dominé par le rayonnement), 

on trouve a(t)́ t1/2 (Ere radiative);
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Univers à constante cosmologique nulle 
Å Tous ces mod¯les ont tendance ¨ °tre abandonn®s aujourdôhuié parce 

quôils pr®voient tous une expansion qui doit ralentir. En effet,

Å Or les faits observationnels contredisent ces résultats. Déjà

Å Or les plus vieux amas globulaires ont ¨ peu pr¯s cet ©ge l¨é.

Å De plus, Permutter, Riess& Schmidt (Prix Nobel 2011) ont montréque 

lôexpansion de lôUnivers est en acc®l®ration

Ý Il faut une constante cosmologique non nulle !
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Univers vide  
Å Ou si on pr®f¯re, Univers domin® par la constante cosmologiqueé(ɟ=P=0)

Å On a nécessairement k<0 (sinon pas de Big Bang). On résout en passant par 

Å Cas particulier : k=0 (ɋȿ=1) :                       

(Univers en expansion de de Sitter)
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Univers froid avec constante cosmologique  
Å Sans pression, une composante avec =ɱ0 ( = aujourdôhui !)

Å Pas de solution analytique simpleé 

Å Univers primordial (aḺρ) : Le terme ɋm,0/a domine Ý a t́2/3 (Einstein-de 

Sitter)

Å Ensuite, ­a d®pendé du comportement de la fonction f(a)=(da/dt)2. Pour 

a­0, f(a)>0.

Å Sôil existe une unevaleur am>0 qui annule f(a), alors lôexpansion ne peut 

pas se poursuivre au-delà de amÝ recontractionensuite

Å Si f(a)>0 pour tout a>0, alors lôexpansion se poursuit ind®finiment.

0,0,

2

0,

0,2

0,

0,

0,

2

1
d

d

LLL
W-W-+W+

W
=W+

W
+W=ö

÷

õ
æ
ç

å
m

mm
a

a
a

a

a

k

t



janvier 2016 Licence 3 physique - Gravitation

Univers froid avec constante cosmologique  

Å Si ɋȿ,0<0 (ȿ<0), la 

fonction f(a) est 

toujours 

décroissante, et 

valeur am>0 existe 

toujours

Å Lôexpansion est 

dôabord ralentie, 

puis sôinverse

Ý Incompatible 

avec une expansion 

accélérée !
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Univers froid avec constante cosmologique  

Å Si ɋȿ,0>0 (ȿ>0), la 

fonction f(a) est 

dôabord d®croissante 

puis croissante 

ensuite.  Pour 

ɋm,0+ɋȿ,0 pas trop 

grand, am>0 existe 

toujours

Å Lôexpansion est 

dôabord ralentie, 

puis sôinverse

Ý Incompatible 

avec une expansion 

accélérée !
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Univers froid avec constante cosmologique  

Å Pour ɋm,0+ɋȿ,0 plus 

grand, am>0nôexiste 

plus.

Å Lôexpansion est 

dôabord ralentie, 

puis accélère

Å Pour a grand, ɋȿ,0

domine et on se 

rapproche du modèle 

dôUnivers vide : 

expansion 

exonentielle!

Ý Potentiellement 

compatible avec 

lôobservation !
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Univers froid avec constante cosmologique  

Å Pour ɋm,0+ɋȿ,0 < 1,

lôexpansion est 

indéfinie

Å Pour ɋm,0+ɋȿ,0 > 1, 

lôexpansion peut 

rester ind®finieé

Å Sur la courbe rouge, 

il existe une solution 

stationnaire (Univers 

statique dôEinstein), 

caractérisée par

Å Mais cette solution 

est instableé
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Solutions compl¯tesé  
Å Dans le cas g®n®ral, lôUnivers comprend dôautres composantes. Lô®quation 

de Friedmann se réécrit dans sa généralité

Å En dehors de la matière froide (◗=0), il faut au moins rajouter le 

rayonnement (◗=1/3)é

Å Univers primordial (aḺρ) : Le terme ɋr,0/a
2 domine Ý a´t1/2 (Ere 

radiative).

Å Ensuite, la matière domine (Ere stellaire).
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Gravitation ïCosmologie

6. Modèles cosmologiques et observations
Å Lien modèle ïObservations ?

Å Distance, redshiftet mod¯le dôUnivers

Å Contrainte avec les Supernovaede type Ia

Å Le fond diffus cosmologique

Å Anisotropies du fond diffus, courbure

Å Notion dôinflation
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Lien modèle - Observation ?
Å Comparer les mod¯les dôexpansion ¨ des tests observationnels nôest pas 

®videnté 

Å On a déjà les contraintes provenant du fond diffus cosmologique, et les 

contraintes sur lô©ge de lôUnivers, n®cessairement plus grand que celui des 

plus vieilles étoiles !

Å Les contraintes les plus pr®cises viennent de la mesure de lôexpansion de 

lôUnivers Ý Calibrer la relation redshiftª distance

Å Pour les objets les plus proches, z = H0d ÝMesure de H0

Å Côest lôordre 1. Si on veut aller plus loin, il faut affiner, et sôentendre sur la 

notion de distance.

Å On calibre en fait une relation redshiftª magnitude, ce qui revient à 

calibrer redshiftª distance lumineuse dlum. En effet, on mesure un flux 
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Distance, redshiftet mod¯le dôUnivers
Å En métrique de Robertson-Walker, le trajet dôun photon se fera en v®rifiant  

Å On re­oit aujourdôhui (t0) un photon émis à te qui parcours le trajet radial 

jusquô¨ r

Å Le membre de droite (f(r)) se calcule en changeant de variable. On trouve

Å Il faut ensuite relier le membre de gauche au redshift. On va changer de 

variable t­z. On a (resdhiftcosmologique)
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Distance, redshiftet mod¯le dôUnivers
Å On se place dans le mod¯le dôUnivers froid. On a lô®quation de Friedmann  

Å On en tire dz/dt :
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Distance, redshiftet mod¯le dôUnivers
Å On peut maintenant faire le changement de variable dans lôint®grale 

Å Cette relation sôinverse, et on tire

Å On peut expliciter un peu plus. Si on appelle 
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